
３．データ同化の基礎理論	
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Lorenz-96 Two-Scale Model	


X	
 

Y	
 
Lorenz (1996)	


X

Y

K = 36,   J = 10  (n = 396) 
F = 10,   h = 1,   b = c = 10	


Parameters in the figure	


Interactions between X 
and Y	


parameterize	




Stochastic Parameterization	


Wilks (2005)	


K=8, J=32, F=18	




　　：Brown運動 

確率微分方程式	
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d xFx
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数値モデルを常微分方程式系で表す。 

数値モデルの解像度が有限であることや、境界条件に不確実性がある
ことなどから、数値モデルにランダム誤差は不可避である。 

数値モデルの解像度で粗視化した現実のシステムの時間発展は、ラン
ダム誤差　　を考慮した次の方程式でモデル化される。 
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ランダム誤差が十分小さく、簡単のため白色ガウス過程であるとすると 
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平均収束の定義（　　　　　：確率変数）　 

Fokker-Planck方程式（１）	


Stratonovich の確率積分の場合 
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伊藤の確率積分の場合　 
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　　　　　　：状態変数　　の確率密度関数　 ),( tp x x



Liouville 方程式　	
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Fokker-Planck方程式（２）	


Fokker-Planck 方程式において、数値モデルのランダム誤差を無視。	


（Ehrendorfer，1994）	


Lorenzモデルの確率密度関数の計算例	
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Fokker-Planck方程式（３）	


確率微分方程式（　　：１次自己回帰過程，　　：非負定値定数行列）　 
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システムノイズが時間相関を持つ場合 
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周辺確率密度関数　　　　 　に対するFokker-Planck方程式　 
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　　　　　　　　：事象　　の発現による事象　　の事後確率 

　　　　　　：事象　　の事前確率 

Bayesの定理	


データ同化では 
　　事象　　： システムが　番目の状態にある。 
　　事象　　： システムのある観測データが得られる。 
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観測データが得られると、それによって状態変数の確率密度関数を
収縮させ、システムの状態の不確定性を減らすことができる。その
ために、Bayesの定理を用いる。 
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Monty Hall 問題（１）	


1.  3つの箱A,B,Cのどれか一つに景品が入っており（等確率とする）、
司会者は観客にどれか一つの箱を選択させる。 

2.  司会者は残りの2つの箱のうち、景品の入っていないほうの箱を
観客に開けて見せる（等確率とする） 。 

3.  司会者は観客に箱の選択を変える機会を与える。 

設定	


問題 
　　　選択を変えるほうが、景品のある箱を当てる確率が高くなるか。	


A B C A B

選択	
 ？	
 ？	




Monty Hall 問題（２）	


3
2

C)(
)B()B|C()C|B(1)B|C(,

2
1C)(,

3
1)B( ==∴===

P
PPPPPP

　　観客は選択を変えるほうが当たる確率が2倍になる。	


Bayesの定理による解答 
　　観客が箱Aを選択し、司会者が箱Cを開けて見せる場合について、 
　　観客の立場から考える。 
　　・事象A： 箱Aに景品が入っている。 
　　・事象B： 箱Bに景品が入っている。 
　　・事象C： 司会者が箱Cを開けて見せる。　	
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古典物理学では、確率は物理の世界に属するのでは
なく、人間の無知の尺度を表す。	




1.  Fokker-Planck方程式 
 
 
 
を用いて、時刻　　　における事後確率密度関数を時刻　　まで
時間積分し、時刻　　における事前確率密度関数を得る。 

2.  Bayesの定理から、時刻　　における事後確率密度関数を得る。 
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データ同化のエッセンス	

　　　　：時刻　　におけるシステムの状態 
　　　　：時刻　　に得られる観測データ（異なる時刻の観測データは 
　　　　　互いに独立とする） 
　　　　　　　　：時刻　　におけるシステムの状態が　　であるときの 
　　　　　　　　　観測データの条件付確率密度関数 
　　　　　　　　　　　　　　：時刻　　における状態の事前確率密度関数 
　　　　　　　　　　　　　　：時刻　　における状態の事後確率密度関数	
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逐次同化	


同じ時刻の観測データが互いに独立であれば、次のようにBayesの定
理を段階的に適用することによって、観測データを逐次的に同化する
ことができる。	
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すべての観測データが互いに独立であれば、1個ずつ同化すること
もできる。	


異なる時刻の観測データが互いに独立であれば	
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観測値の確率密度関数	
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　　　　　 ：観測誤差（測定誤差・代表性誤差・変換誤差からなる）	


kkkk ΔH yxy += )(

時刻　　における　　 個の観測データからなるベクトル	


)(⋅kH　　　　　：観測演算子（数値モデルの格子点から観測点への空間内挿と、 
　　　　　　数値モデルの状態変数の観測される物理量の変換を行う）	


観測誤差が多数の独立な誤差から構成されるならば、中心極限定理よ
り、観測誤差はGauss分布に従う。	
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( )T: kkk ΔΔ yyR =　　　　　　　　　　　　　　　：観測誤差共分散行列	
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14 

中心極限定理	


図1.7.3　 中心極限定理の例。(a) 観測誤差が、同一の矩形分布に従う独立な根元誤差の和からなる
ときの誤差確率密度関数。根元誤差の個数が1個、2個、3個の場合を示す。(b) 測定誤差が矩形分布
する独立な観測データを平均したときの誤差確率密度関数。平均する観測データが1個、2個、3個の
場合を示す。それぞれの破線は、3個の場合に対応する正規分布の確率密度関数。	
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平均0、分散　　　の独立な確率変数列　　　がLindebergの条件 

 

を満たすならば、確率変数の基準化された和	


	


の分布は、　　　　　のとき、平均0、分散1の正規分布に収束する	
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　　： 状態変数の予測値からなるベクトル 
　　： 観測値からなるベクトル	


期待値をとると	
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観測誤差の推定	
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この式から、観測データのバイアスに関する情報が得られる。	


一方、予測値と観測値にともにバイアスがなければ	


この式から、観測誤差共分散行列に関する情報が得られる。	




線形システムの場合（１）	

仮定 

•  数値モデルと観測演算子は線形。 
•  システムノイズにかかる行列　　は時間のみの関数。 
•  初期に与える状態変数の確率密度関数と、観測データの確率
密度関数はガウス分布。 
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確率微分方程式 
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Fokker-Planck 方程式 
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線形システムの場合（２）	


平均値 
xxxx ndtpt ),(:)( ∫=

共分散行列 

このとき以下に示すように、状態変数の確率密度関数は常にガウ
ス分布になる。ガウス分布は平均値と共分散行列だけで決まるの
で、データ同化の問題がこれら2つの量を求める問題に還元される。 
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Fokker-Planck方程式から、それぞれの時間発展方程式が次のよ
うに得られる。 
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線形システムの場合（３）	

証明 
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線形システムの場合（４）	

次のガウス分布がFokker-Planck方程式の解であることを示す。 
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線形システムの場合（５）	
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以上から次式が成り立つので、ガウス分布はFokker-Planck方程式
の解である。 
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線形システムの場合（６）	

Fokker-Planck方程式の時間積分から得られる事前確率密度関数 

Bayesの定理から事後確率密度関数を求めると 

Sherman-Morrison-Woodburyの公式 
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1.  Fokker-Planck方程式による事前確率密度関数の計算 
（状態変数の平均値と共分散行列の予測） 
 
 
 
 
 

2.  Bayesの定理による事後確率密度関数の計算 
（観測データによる確率密度関数の収縮） 

 

線形システムの場合（７）	


ただし、Sherman-Morrison-Woodburyの公式を用いて変形した。こ
れらは、連続時間の線形システムと、離散時間の観測データに対する
カルマンフィルタ （Kalman filter）のアルゴリズムを与える。 
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　　　　　　　　： その状態変数の予測値と観測値と解析値 
　　　　　　　　： それらの誤差標準偏差 

数値モデルの　番目の状態変数1個が直接観測されるものとすると、
観測演算子は次のようになる。 

計算例	


解析値 
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1.  時刻　　  における事後確率密度関数を近似するアンサンブルを 
　　　　　　　　　とする。 

2.  それらを初期値にして数値モデルを時間積分し、時刻　　におけ
る事前確率密度関数を近似するアンサンブル　　　　　　　　　を
得る。 

3.  このアンサンブルの各メンバーに次のような重みを付ける。 
 
 
 
 

4.  このアンサンブルから各メンバーをそれぞれの重みの確率で復
元抽出し、　　個のメンバーからなるアンサンブル　　　　　　　　　
を構成する。これが時刻　　における事後確率密度関数を近似
する。　　　 

粒子フィルタ（１）	

状態変数の確率密度関数を　　個のメンバーからなる状態変数のア
ンサンブルで近似し、Fokker-Planck方程式を時間積分する代わり
に、アンサンブル予報によって確率密度関数の時間発展を計算する。　 
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Nakano et al. (2007)	


粒子フィルタ（２）	


基本的な粒子フィルタ　 



Nakano et al. (2007)	


融合粒子フィルタ　 

粒子フィルタ（３）	




• 　粒子フィルタは、システムの自由度が大きくなるにつれてメン
バー数を非常に大きくしていかないと性能がでない。そのため、
自由度が大きな数値モデルにそのまま適用するのは困難である。 
 
• 　大規模な数値モデルでは、予測値の精度が高く、確率密度関
数がガウス分布から大きくはずれないという仮定のもとで、近似
的なデータ同化法が用いられる。精度の高い観測データが十分
あれば、これらの仮定は満足されると考えられる。 
 
• 　非線形なシステムに対しては、平均値の推定とモードの推定を
区別することが望ましい。現在の代表的なデータ同化法は 
 
　　- 平均値の近似推定：アンサンブルカルマンフィルタ （EnKF） 
　　　　　　　　　　　　　　　　Evensen (1994) 

　　- モードの近似推定  ：４次元変分法 （4DVar） 
                                       Le Dimet and Talagrand (1986) 

大規模モデルに適したデータ同化法	



