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概要

Bryan(1969)をもとに、海洋循環モデルの基礎を解説する.具体的には,基本方程式
系と境界条件,基本方程式の大まかな解法,それに基づいた方程式系の差分化を説
明する. また,付録として Bryan(1969)を全訳したものを付した.
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1 はじめに

本論文は Bryan(1969)に沿って海洋循環モデルの基礎である基本方程式系,計算方
法,差分の方法などを解説することを目的とする.また,付録として Bryan(1969)を
全訳したものを付した.

Bryan(1969)は海洋循環数値モデルにおける計算手順を詳細に述べた論文である.
Bryan(1969)の要点はだいたい以下のようになる.

� 不規則な海岸線と海底地形を持つ海盆を扱える.� 非線形項の扱いは Fromm(1963),Arakawa(1966)と同じ手法を使った中心差分
に基づく.� 海面の鉛直変位は認めない (rigid-lid近似).これにより海面の慣性重力波が取
り除かれる.これを取り除くことにより積分の時間間隔を長くして,計算時間
を短くすることができる.� エネルギー整合的である.

本文ではこれらの説明までには至っていない.本文でまとめたのは以下の基礎的な
事柄である.

� 基本方程式系,境界条件の簡単な説明.� 基本方程式の大まかな解法.� それに基づいた方程式の差分化.

3



4

2 基本方程式

2.1 水平方向の運動方程式

基本はナビエ-ストークスの方程式である.水平方向においては密度変化を無視し
密度を定数 ��� とする.流体の密度変化の効果は鉛直方向の浮力項のみで考える (ブ
ジネスク近似).� を地球半径, � ��� をそれぞれ経度,緯度, ��������� をそれぞれ経度,緯度,鉛直方向
の流速とすると,まず水平方向の運動方程式は次のように書ける.� ��! #"%$ �&	('*)+�-,/.10��2	 �3�547680��� � 	 9�5:<;=,�� �� � >@?����A "(B�C (1)� ��! "($ � " '8)+��,D.10E� " �3��4F6*0G�� � 	 9� �� � > ?����A "HB�I (2)

ここで, $ は移流演算子であり次のように定義する.$ ��� 9�-:J;=,��LK �� ��M ����N " �� � M �O�E:<;8,��PNRQ " �� � M �O��N (3)

また, B C � B I はそれぞれ経度,緯度方向の渦粘性を表す.

B C � S�T ��U �� � U " SWV� UYX[Z � " M 9 	\47680 U �PN]�&	 '^4F680G�:J;=,�� � �� �W_ (4)

B�I � S�T ��U �� � U " SWV� UYX[Z � " M 9 	\47680 U �PN]� " '^4F6*0G�:<;=,�� � �� � _ (5)

ただし, Z ��� 9:<;8, U � �3U �� � U " 9:J;=,�� �� � > :J;=,�� � �� � A (6)

2.2 静水圧の関係 (鉛直方向の運動方程式)

運動方程式の鉛直成分は,局所加速度項とそれと同じオーダーの項を無視し,静水
圧近似する. �=` �
	 � ?� � (7)
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2.3 連続方程式

連続方程式は次のようになる.� �� � " 9�-:J;=,�� K � �� � " �� � M �5:<;=,��PNaQb��� (8)

2.4 温度と塩分の保存式

温度と塩分の保存の式は次のようになる.�dc�! e"($ c � f (9)�hg�! "($ g � i (10)f と i は渦拡散を表す. f � S�Tj ��Ukc� � U " SWl� U Z c (11)i � S�Tj � U g� � U " Sml� U Z g (12)

2.5 状態方程式

次の形が基本である. � � B M c � g � ? N (13)

(13)における圧力の効果は, ? を 	 ���7`on で置き換えることにより見積もる. 状態方
程式の具体的な形は省略する.

2.6 まとめ

モデルの基本方程式は (1)(2)(7)(8)(9)(10)(13)の 7つである.
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3 境界条件

3.1 側面境界

水平速度が 0である. �p���q� �r�s� (14)

法線方向の温度勾配,塩分勾配が 0である.�dc�3t �u�o� �hg��t ��� (15)

3.2 海面 ( vxwzy )

鉛直方向の速度が 0(剛体板 (rigid-lid)近似).�s�u� (16)

風応力の効果 ��� SGT � �� � �s{ C � ��� SGT � �� � �|{ I (17)

この他に海面における熱フラックスと塩分フラックス,あるいは温度場と塩分場ど
ちらかを与える.それらの具体的な表記は省略する.

3.3 海底 ( vxw }�~ )

鉛直方向に熱フラックス,塩分フラックスがない.�dc� � �u�o� �hg� � ��� (18)

鉛直方向の流速 (海底に起伏があることによる).�s��	�� 9�5:<;=,�� � �� � 	x� 9� � �� � (19)

海底における応力 ��� S�T � �� � �s{ C� � ��� S�T � �� � �|{ I� (20)
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4 基本方程式系の解法

基本方程式系の解法のポイントは,水平速度の予報である. この節では,2節で与え
た基本方程式系から水平速度 �h��� を求める手順を述べる.

まず, ����� を鉛直平均値 ��� � と鉛直平均からのずれ ���� �� に分ける.

M �����qN�� M ��� �qN " M ���� ��oN (21)

鉛直平均は次のように定義される.�p� 9��� �� l �m���o� �r� 9��� �� l �����o�
一般に,バー M  N�� 9��� �� l M N!��� (22)

は,水柱全体の鉛直平均を表し, M � N は,鉛直平均からの偏差を表すとする.

4.1 流線関数の導入 - ��m� �� を求める
連続方程式 (8)を ����	m� から ����� まで積分し,それぞれの � の境界条件 (16),(19)
を用いると, ��� �� �s� � �� l �m���*� " �� � � � �� l �5:<;=,������*� (23)

これより,以下のような輸送流線関数 � を定義することができる.9:<;8,�� � �� � � � � �� l ��� �-��� (24)� �� � � 	m� � �� l ��� �W��� (25)

静水圧の関係 (7)を ����� から ����� まで積分し,海面圧力を ?3� とすると,? M ��N�� ?3� " ` � �� � ��� (26)

これを (1),(2)に代入して � で積分し,それぞれ � ��� :J;=,��P�8� , � ��� �*� をかけると,	 ��� > :J;=,��� � �� � A � 	 � ?3�� � " '*)�,/.10G�� � �� � "(B�� :<;=,�� (27)9:J;=,�� ��! > 9� � �� �OA � 	 � ?3�� � " '*)�,/.10G�� � �� � "(B�� (28)
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ここで, B�� � 	m� ���� � �� l K $ ��	 �3��47680��� 	 B�C�" `��� �5:<;=,�� � �� � �� � ���*��Q���� (29)B�� � 	m� ���� � �� l K $ � " �3��47680b�� 	 B I " `��� ��� �� � �� � ��� �kQ ��� (30)

である. (27)を � で微分し ,(28)を � で微分して 2式を引き算することにより海面
圧力 ?�� を消去できる.その結果,次の式が得られる.� U� � �! > 9��:<;=,�� � �� �OA " � U� � �! > :<;=,��� � �� � A� �� � M B�� N^	 �� � M B�� :<;=,��PN " � �� � �� � > '8)#,D. 0G�� A " � �� � �� � > '8)#,D. 0G�� A (31)

これは流線関数の予報方程式であり,これから求まった � から (24)(25)を用いて����� の鉛直平均値が求まる.

4.2 水平速度の決定 - ¡�m� ¡� を求める
�� , �� を予報するには以下のようにする. (1),(2)において,圧力項に (26)の右辺を代
入し,仮に,海面圧力 ?�� を 0とすると,� � ��! "($ ��	('8)+�5,D. 0m�2	 �3��4F680��� � 	 `��� �5:<;=,�� �� � > � �� � ��� A "(B C (32)� � ��! "%$ � " '8)+�m,/.10G� " �3��47680b�� � 	 `��� � �� � > � �� � ��� A "(B�I (33)?3� �¢� としている点で (1)(2)の解 ����� と (32)(33)の解 � � ��� � は異なる. すなわ
ち,(32)(33)では,圧力傾度力のうち海面圧力に依存する部分を無視している. (32),(32)
より求まる � � , � � とそれの (22)による鉛直平均 � � , � � より �� , �� は次のように決定さ
れる. M ���� ��qN�� M ���£�����¤N^	 M �3�1� ���¤N (34)?3� ��� としたことによるずれは � に依存しないので � � �3� � から � � � � � を引くことに
より消える.こうして (21)より � , � が決定できる.� , � が決定されれば連続方程式より � が決まり,流速 �����3��� がわかれば温度と塩
分の式 (28),(31)より

c � g を予報できる.
c � g がわかれば状態方程式を使って密度� を計算できる.
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5 差分方程式

計算は 4節で述べた手順にしたがって行う.ゆえに,4節で出てきた式を差分化して
いくことになる.以下,便宜上部分的に¥r¦b� 9:J;=,���¦
などと置いている.

5.1 差分化の概要

“box method”と呼ばれる方法で必要な方程式系を差分化していく.

� セル (cell)と呼ばれる領域において方程式を体積積分したものを差分化する.

- ���!� を計算するセル - p29の図 3a
-
c � g を計算するセル - p29の図 3b� 非線形項のみ体積積分を面積積分に変換し,境界での値に置き換える.� コリオリ項は implicitに扱う.

5.2 運動方程式の差分化

まず, � � の運動方程式 (32)を差分化したものを書き下す.差分の方法としては “box
method”を用いる. (32)を体積積分したものを差分化する. “box method”における
セルは全訳編の図 3aに示される.セルの体積を §�¨ とすると,

§�¨ � � U¥r¦ Z�©«ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U (35)

(32)をセルにおいて体積積分すると,

� � � ��! � §�¨ " � $ �W� §�¨ 	 � '8)+��,/.10G��� §�¨ 	 � �3��4F680��� � §�¨� � 	 `��� �-:<;8,�� �� � > � �� � ��� A � §�¨ " � B�C � §P¨ (36)
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左辺第 1項 � � � ��! � §�¨ � � � ��! � � §�¨ � � �°¯ ª ¨ 	x� ¯ � ¨' Z  §�¨ (37)

左辺第 2項 � $ �m� §P¨ � �²±#³ M �3´�N!� §P¨� � �3´ ³¶µ � g � ·¸¹»º ¨ � ¹ � ¹ S ¹ (38)

左辺第 3項	 � '*)+��,D. 0G��� §P¨ �
	m'8)+��,/.10�� � � §P¨ ��	W'*)�,/.10G� � � ¯ ª ¨ " � ¯ � ¨' §�¨ (39)

左辺第 4項 	 � �3��4F680��� � §�¨ ��	 �3�547680G�� §P¨ (40)

右辺第 1項	 � `��� �-:J;=,�� �� � > � �� � ��� A � §P¨�
	 `��� �-:<;8,�� � �� � �� � ��� � � §�¨�
	 `��� �-:<;8,��½¼ Z ® � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ UZ ©¤ª ¨¬ U ¾¾¾¾¾ ® º ¨ "
®¸¿ º U M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¿ � ¨¬ UZ ©¤ª ¨¬ U Z ¿ÁÀ §P¨

�
	 � `��� Z ®Fª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¼ Z ® M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¾¾¾ ® º ¨ "
®¸¿ º U M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¿ � ¨¬ U Z ¿]À

(41)
右辺第 2項� B�C � §�¨ � §P¨ B�C� §P¨ S�T 9Z ®Fª ¨¬ U ¼ � ® � ¨ 	x� ®Z ® 	 � ® 	x� ®Fª ¨Z ®Fª ¨ À ¯ � ¨

" §P¨ SWV� U ¼ 9:<;=, U � 9Z�©¤ª ¨¬ U > � ©«ª ¨ 	x� ©Z ©«ª ¨ 	 � © 	x� © � ¨Z © A" 9:J;=,�� 9Z ¦ ª ¨¬ U > :J;=,���¦ ��¦ � ¨ 	Â��¦Z ¦ 	x:J;=,���¦ ª ¨ �q¦5	Â��¦ ª ¨Z ¦ ª ¨ A" M 9 	Â47680 U �PNÁ�&	 '^4F6*0G�:<;=,�� � ©«ª ¨¬ U 	x� © � ¨¬ UZ ©¤ª ¨¬ U À ¯ � ¨� � U :<;=,��@SGT Z ©«ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¼ � ® � ¨ 	x� ®Z ® 	 � ® 	x� ®Fª ¨Z ®7ª ¨ À ¯ � ¨
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" SWV ¼ Z ¦ ª ¨¬ U Z ®Fª ¨¬ U:<;=,�� > � ©¤ª ¨ 	Â� ©Z ©¤ª ¨ 	 � © 	x� © � ¨Z © A" Z ©¤ª ¨¬ U Z ®Fª ¨¬ U > :J;=,���¦ �q¦ � ¨ 	x��¦Z ¦ 	Â:J;=,���¦ ª ¨ �q¦5	x��¦ ª ¨Z ¦ ª ¨ A" §P¨ M 9 	\47680 U �PN]�� 	%'^4F680G� Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U M � ©¤ª ¨¬ U 	Â� © � ¨¬ U N À ¯ � ¨(42)

以上より, � � の運動方程式 (32)を差分化したものは次のようになる.

§P¨ ¼ � � ¯ ª ¨ 	Â� ¯ � ¨' Z  	Ã	�)�,/.10�� M ���k¯ ª ¨ " � ¯ � ¨ N À��Ä ® 	 � `��� Z ®Fª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¼ Z ® M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¾¾¾ ® º ¨ "
®¸¿ º U M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¿ � ¨¬ U Z ¿]À

(43)
ただし,Ä ® � 	 ·¸¹»º ¨ � ¹ � ¹ S ¹ " �3�547680��� §P¨

" � U :J;=,��@S�T Z�©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¼ � ® � ¨ 	x� ®Z ® 	 � ® 	Â� ®Fª ¨Z ®Fª ¨ À ¯ � ¨
" SWV ¼ Z ¦ ª ¨¬ U Z ®Fª ¨¬ U:J;=,�� > � ©¤ª ¨ 	Â� ©Z ©¤ª ¨ 	 � © 	x� © � ¨Z © A" Z�©¤ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U > :<;8,���¦ ��¦ � ¨ 	x�q¦Z ¦ 	Â:<;8,���¦ ª ¨ ��¦5	x�q¦ ª ¨Z ¦ ª ¨ A" §P¨ M 9 	\4F6*0 U �PN]�� 	%'^4F680G� Z ¦ ª ¨¬ U Z ®7ª ¨¬ U M � ©¤ª ¨¬ U 	\� © � ¨¬ U N À ¯ � ¨ (44)

なお,変数には指定したものを除いて Å ��Æ=��Ç���È が付く.

5.3 輸送流線関数の式の差分化

まず,速度と輸送流線関数の関係式 (24)を差分化したものは次のようになる.�ÃÉ¸® º ¨ ��� � Z ®Fª ¨¬ U � 	 M � ¦ � ¨¬ U 	 � ¦ ª ¨¬ U N ©¤ª ¨¬ UZ ¦ ª ¨¬ U (45)�ÃÉ¸® º ¨ ��� > �¥ A Z�®Fª ¨¬ U � M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ©«ª ¨¬ UZ�©¤ª ¨¬ U (46)
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輸送流線関数の予報方程式 (31)を差分化したものは次のようになる.

Z ©«ª ¨ Z ¦ ª ¨[Ê M � ¯ ª ¨ 	 � ¯ � ¨ N' Z  ��	 9'�K Z�©¤ª ¨¬ U > B�� © Ë ¦¥r¦ 	 B�� © Ë ¦ ª ¨¥r¦ ª ¨%A " Z�©¤ª!Ì ¬ U > B�� ©¤ª ¨ Ë ¦¥r¦ 	 B�� ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨¥r¦ ª ¨ A Q" 9' K Z�©¤ª ¨¬ U M B�� ©¤ª ¨ Ë ¦-	 B�� ©1Ë ¦ÍN " Z�©¤ª!Ì ¬ U M B�� ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ 	 B�� © Ë ¦ ª ¨ NaQ	%)�Î Z ©¤ª ¨¬ U K t ¦ > �¥ A ©1Ë ¦ 	 t ¦ ª ¨ > �¥ A © Ë ¦ ª ¨ Q" Z ©¤ª!Ì ¬ U K t ¦ > �¥ A ©¤ª ¨ Ë ¦ 	 t ¦ ª ¨ > �¥ A ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Q" Z ¦ ª ¨¬ UÐÏ t ¦ M � ©¤ª ¨ Ë ¦5	 � © Ë ¦ÑNÁÒ " Z ¦ ª!Ì ¬ UÐÏ t ¦ ª ¨ M � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ 	 � ©1Ë ¦ ª ¨ NÁÒaÓ
(47)

ただし,演算子 Ê は以下のように定義される.

Ê � � ¥ M � ©¤ª!Ì ¬ U 	 � ©«ª ¨¬ U N Z ¦ ª ¨M � ©¤ª ¨ Ë ¦ Z ¦ ª ¨¬ U " � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U N Z ©¤ª!Ì ¬ U Z ©¤ª ¨¬ U	 ¥ M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N Z ¦ ª ¨M � ©1Ë ¦ Z ¦ ª ¨¬ U " � ©1Ë ¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U N Z ©«ª ¨¬ U Z ©«ª ¨¬ U" ¥ M � ¦ � ¨¬ U 	 � ¦ ª ¨¬ U N Z ©«ª ¨¥r¦ ª ¨¬ U M � ©1Ë ¦ Z ©«ª ¨¬ U " � ©«ª ¨ Ë ¦ Z ©¤ª!Ì ¬ U N Z ¦ ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U	 ¥ M � ¦ ª ¨¬ U 	 � ¦ � Ì ¬ U N Z ©¤ª ¨¥r¦ ª!Ì ¬ U M � ©1Ë ¦ ª ¨ Z ©¤ª ¨¬ U " � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Z ©¤ª!Ì ¬ U N Z ¦ ª!Ì ¬ U Z ¦ ª ¨ (48)

5.4 温度,塩分の式の差分化

温度の場合のみ記述する.塩分の場合は,温度の場合と全く同様である.差分化すべ
き温度の保存式 (9)をもう一度書くと,�dc�! "($ c �uf
ただし, $ c � 9�5:<;=,���K �� ��M � c N " �� � M � c :<;=,��PNaQ " �� � M � c Nf � SGTj � U c� � U " Sml� U Î 9:J;=, U � � U c� � U " 9:<;=,�� �� � > :J;=,�� �dc� � A Ó
である. “box method”におけるセルは全訳編の図 3bに示され,その体積を § U とす
ると, § U � � U¥r¦ ª ¨¬ U Z ©¤ª ¨ Z ¦ ª ¨ Z ®Fª ¨¬ U (49)
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である. (9)をセルにおいて体積積分すると,

� �dc�! � § U " � $ c � § U � � f\� § U (50)

これを差分化する.

左辺第 1項 � �dc�! � § U � �dc�� � � § U � c ¯ ª ¨ 	 c ¯ � ¨' Z  § U (51)

左辺第 2項 � $ c � § U � � ±#³ M c ´hN!� § U� � c ´ ³¶µ � g � ·¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ c ¹ (52)

右辺

� fÂ� § U � S�Tj � U c� � U � � § U " Sml� U Î 9:<;8, U � � U c� � U " 9:J;=,�� �� � > :J;=,�� �dc� � A Ó � � § U� S�T § UZ ®Fª ¨¬ U ¼ c ® � ¨ 	 c ®Z ® 	 c ® 	 c ®Fª ¨Z ®Fª ¨ À ¯ � ¨
" SWl § U ¼ 9� U :J;=, U � 9Z ©¤ª ¨ > c ©¤ª!Ì ¬ U 	 c ©¤ª ¨¬ UZ ©¤ª!Ì ¬ U 	 c ©¤ª ¨¬ U 	 c © � ¨¬ UZ ©¤ª ¨¬ U A" 9� U :<;=,�� 9Z ¦ ª ¨ > :<;=,�� c ¦ � ¨¬ U 	 c ¦ ª ¨¬ UZ ¦ ª ¨¬ U 	Â:J;=,�� c ¦ ª ¨¬ U 	 c ¦ ª!Ì ¬ UZ ¦ ª!Ì ¬ U A À ¯ � ¨(53)

以上より,温度の保存式 (9)を差分化したものは以下のようになる.c ¯ ª ¨ 	 c ¯ � ¨' Z  § U� ·¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ c ¹ " SGT § UZ ®Fª ¨¬ U ¼ c ® � ¨ 	 c ®Z ® 	 c ® 	 c ®7ª ¨Z ®Fª ¨ À ¯ � ¨
" Sml § U ¼ 9� U :<;=, U � 9Z ©¤ª ¨ > c ©¤ª!Ì ¬ U 	 c ©¤ª ¨¬ UZ�©«ª!Ì ¬ U 	 c ©«ª ¨¬ U 	 c © � ¨¬ UZ�©¤ª ¨¬ U A" 9� U :<;8,�� 9Z ¦ ª ¨ > :J;=,�� c ¦ � ¨¬ U 	 c ¦ ª ¨¬ UZ ¦ ª ¨¬ U 	x:<;=,�� c ¦ ª ¨¬ U 	 c ¦ ª!Ì ¬ UZ ¦ ª!Ì ¬ U A À ¯ � ¨

(54)
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5.5 まとめ

� (43)と � 成分の対応する式により, M � � ��� � N ¯ ª ¨ が予報される.これを用いて,以
下の式より M ��h� ��qN ¯ ª ¨ が求まる.

M ���� ��oN ¯ ª ¨ � M ���£�����¤N ¯ ª ¨ 	 9� É¸® º ¨ M �3� �3���¤N ¯ ª ¨ Z ®Fª ¨¬ U (55)� (47)(45)(46)より, M �h� �qN ¯ ª ¨ が予報される.� 以上より, M �����oN ¯ ª ¨ が得られる.

M ���!�qN ¯ ª ¨ � M �h� �qN ¯ ª ¨ " M ���� ��oN ¯ ª ¨ (56)� (54)と
g
の対応する式により, M c � g N ¯ ª ¨ が予報される.� 新しい時間レベルにおける予報変数 �����3� c � g の値が求まれば,連続方程式,

状態方程式という2つの診断関係式を用いて新しい時間レベルにおける ��� �
が求まる.

smain.tex 2001/01/31(西川史朗)



A 全訳

1 序論

海洋循環の研究は,エクマンの先駆的研究に始まって,この 20年でますます弾みが
ついてきた.海洋循環の主要な特徴のいくつかを説明することにおいてはかなりの
進歩がなされた.しかしながら,観測的研究と理論的研究の間には重要な隔たりが
まだ存在する.理論海洋学者たちの注意を引き付けた海洋力学における基本的問題
は,海洋探検から返された温度,塩分や他の水塊特性のデータを解釈する仕事とは
まったくかけ離れているように思われることがしばしばだった. 最近の進歩は,こ
の状況は変わりつつあるという希望を与える. まず一方では,直接流速測定に対す
る新しい技術が,海流やより小規模な海の乱れのより完全な描写をもたらしつつあ
る. 他方では,水力学の中で海洋循環研究に最も密接に関係した部分により注目が
集まっている. 回転流体を使った室内実験に再び関心がでてきたことは,先代の探
検家たちのなした基本的な仕事の重要性に対する評価をもたらした.

海洋循環理論において進歩の障害となってきたのは,非常に簡単化された海洋循環
モデルでさえその方程式を解くのに数学的困難さがあることである.この困難さの
原因は,複雑な海盆の地形と,さらに重要なことには方程式の非線形性にある.近年
大規模計算機が入手できるようになったことで,現在は,直接の計算機的アプロー
チをもちいる “数値実験”が可能になった.このアプローチを使うと,複雑すぎて解
析的手法では扱えないような問題にたいして解を得ることができる.このような方
針に沿って行われた最初の海洋循環研究は,ソ連の Sarkisyan(1955,1962)による一
連の研究においてなされた.

この論文では海洋循環研究において使われる計算手順を詳細に述べている. ここ
で述べる手法は,二つの先行する傾圧海洋の研究 (Bryan andCox,1967,1968)に使
われるものと共通した特徴がいくつかあるが,ここでは多くの簡単化を行い,不規
則な海岸線と海底地形をもつ海盆を扱うよう一般化もされている. 本研究の計算
手続と最近 Crowley(1968)によって提案された手法における主な違いは,非線形項
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全訳 16

の扱いと,海面での鉛直速度の境界条件が含まれる. 本モデルにおける非線形項
は, Fromm(1963)と Arakawa(1966)によって与えられたものと同じ一般的手法を
使った中心差分に基づいて公式化されている. Crowleyは,時間に関する前方差分
と, Marchuk(1964)によって提案された手法と同様な非線形移流を評価する time
splitting法を使っている. 本論文の計算手続は,非粘性の場合に流体のあるエネル
ギー特性が厳密に保存するMarchukの方法に比べて利点がある.しかしながら,本
方法は計算機のメモリーに二つの時間水準の変数を保持することが必要であるとい
う欠点がある.本方法のエネルギー特性についての説明を Appendixに与えてある.

Crowley(1968)では海面の鉛直変位を認めているが,ここでは認めていない.この強
制は, rigid lid近似と呼ばれる.この効果により,海面における圧力変化が含まれ,海
面変化の力学的影響が除かれる. 外部慣性重力波は,定常な海洋循環を歪ませるこ
となく,低周波運動をほとんど歪ませることなしに取り除かれる. 海洋の他のタイ
プの擾乱に比べて外部重力波は動きが速いので,こうした高速度の波を取り除くこ
とにより,時間ステップの大きさのオーダーを増加させることができる. この計算
の膨大な節約は, rigid lid 近似に必要とされる数値計算手法において増えた複雑さ
を示している.
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2 モデルの方程式

2.1 方程式の一般形

モデルの方程式を組み立てるのに,ナビエ-ストークスの方程式を三つの重要な点
で修正した. 第一に,浮力項を除いて密度変化を無視する,すなわちブジネスク近
似である. 第二に,運動方程式の � 成分において局所加速度項とそれと同じオー
ダーの項を無視し,静水圧近似にした.静水圧近似は,海底地形のアスペクト比が 1
よりもずっと小さい限り非常に正確であることが示されるだろう. 第三に,大規模
運動のみを明示的に取り扱い,小規模運動によってもたらされる応力は渦粘性仮定
(turbulentviscosityhypothesis)によって考慮に入れる.通常の粘性,伝導性は効果が
非常に小さく,結果として無視される.

次のようにおく. ¥Ô�s,/Õ<:@�t �|,D. 0m��p�u�EÖ� �*¥���u� Ö� (2.1)

� は地球の半径, � は緯度, � は経度である. 移流演算子を次のように定義しておく
と便利である. $+× � ¥ � Ï M � × N C " M � × �*¥�N I Ò " M � × N � (2.2)

ここで × はあるスカラー量である.すると,運動方程式は次のように書ける.��Ø "($ �Ù	%'8) t ��	Â¥ t ���q�8� � 	 ¥ � M ? � ��� N C "HB C (2.3)�ÐØ "%$ � " '8) t � " ¥ t �����8� � 	Ú9� M ? � ��� N I "HB�I (2.4)

静水圧の関係は �=` �
	 ? � (2.5)

連続方程式は � � " ¥ � Ï � C " M �o�[¥�N I Ò��u� (2.6)

次の二つの保存式がある. c Ø "($ c � f (2.7)g Ø "($ g � i (2.8)

温度において圧縮の効果は含まれていない. 圧縮の効果は相対的に小さく,速度場
を決定する水平面の密度勾配の計算にはそれほど変化を与えない. 状態方程式は,
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次の形が基本である. � � B M c � g � ? N (2.9)

(2.9)の便利な代数表現は, Eckart(1958)によって与えられている. (2.9)における圧
力の効果は, ? を 	 ���7` � で置き換えることにより非常に正確に見積もることができ
るだろう. B C , B I , f , i の各項は,渦粘性と渦拡散を表す.Z × ��¥ U × CÑC " ¥ M × I �*¥�N I (2.10)

とすると, B C � SGTJ� �Á� " SmV� U X[Z � " M 9 	x¥ U t U NÁ�Ù	(' t ¥ U � C _ (2.11)B I � SGTJ� �Á� " SWV� U X[Z � " M 9 	x¥ U t U N]� " ' t ¥ U � C _ (2.12)f � SGTj c �Á� " SWl� U Z c (2.13)i � SGTj g �Á� " Sml� U Z g (2.14)

等方でない場合の B C と B I の表現は,鉛直方向の混合が水平方向のそれと異なる
のだが, Saint-Guilly(1956)によってなされている. BryanandCox(1967)による運動
量の混合の公式化は正しくない. もっとも,その誤りは極地方の緯度において重要
であるにすぎない.

鉛直混合は密度成層に複雑に依存していて,未だに理解が非常に乏しい. 本モデル
では,密度成層の効果は,余分にパラメータを指定するのを避ける非常に簡単なや
り方で考慮に入れる. 本モデルにおいては,鉛直混合は全ての安定な場合に対して
一定であり,不安定な場合においては無限である.今,ある水パーセルについてその
場所の圧力を海面圧力にまで減少させた時にそのパーセルがもつ密度を � � � とする.
(2.13)と (2.14)における

j
は次のように与えられる.j � 9 M � � � N ��Û �� M � � � N ��Ü � (2.15)

側壁における速度,温度,塩分の境界条件は,�h���3� c�Ý � g�Ý ��� (2.16)

ここで, M N Ý は壁の法線方向の座標に関する局所微分を表す. 上部境界では,� � ���� S�T M � � �3� � NÞ� { C �!{ Isß ����� (2.17)

ここで { C と { I はそれぞれ表面応力の東西,南北成分である. ��� は海面圧力,標準
温度,標準塩分での海水の密度である.
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温度と塩分の場合は,二つ境界条件が可能である. 海面において,熱フラックス,塩
分フラックスを指定しても良いし ,あるいは温度場,塩分場自体を指定しても良い.

海面において ���à� と設定することを rigid lid 近似と呼ぶ. 海面の小さい変位の
力学的効果を考慮に入れない.はじめにで述べたように,これによって非常に速度
の大きな表面慣性重力波が取り除かれるので,計算がはるかに効率的になる.

下部境界では,非常に小さい地熱流の効果は無視され,

M c � � g � N����q� ����	m� (2.18)� M 	m�2N��
	 � M 	m�2N� ¥#� C 	 � M 	m��N� � I (2.19)

また, ��� S�T M � � ��� � N��s{ C� �!{ I� (2.20)

海底の応力を計算するのに使用する特定の法則はここでは指定しない.いくつか思
いつくが,その中ではエクマンの理論が最も簡単である. Gill(1968)他によって展開
させられた地衡流抵抗法則 (geostrophicdraglaw)も良いかも知れない.

2.2 圧力の消去

有限差分方程式を公式化するには,圧力を消去することが必要である. 連続方程式
を � に関して積分して,� M ��N@	x� M 	���Ná� 	 ¥ �eK > � �� l �W��� A C " > � �� l �¥ ��� A I Q" � � M 	���NÁ¥#� C " � � M 	���N]� I (2.21)

海面では, rigid lid 近似より次式を満たすことが必要である.� M ��N��s� (2.22)

(2.19),(2.21),(2.22)をあわせて考えることにより,次のような流線関数を定義するこ
とができる. ¥ � C �u� � �� l ��� �+���� I ��	m� � �� l ��� �W��� (2.23)

静力学の関係を用いて, ? M ��N�� ?3� " ` � �� � ��� (2.24)
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ここで, ?3� は海面圧力である.

輸送流線関数 (transportstreamfunction)に対する予報方程式 (predictionequation)を
得るために, (2.3),(2.4)を � で積分し,それぞれ � ��� �*¥#� , � ��� �*� をかけると,	 M � I �8�Ú¥�NRØ���	 M ?�� N C " '8) t � C �*� " B��¥ (2.25)¥ M � C �8��NRØ���	 M ?3� N I " '8) t � I �8� "HB�� (2.26)

ここで, B�� � 	�� ���� � �� l K $ �&	x¥ t �3�o�*��	 B�CE" ` ¥� ��� � �� � C ���*�kQ���� (2.27)B�� � 	�� ���� � �� l K $ ��	x¥ t � U �8��	 B I " `� ��� � �� � I ��� �kQ ���
である.海面圧力は, (2.25)と (2.26)を交差微分することにより消去できる.その結
果,次の式が得られる.

M ¥ � C �*��N C Ø " M � I �8�Ú¥�N I Ød� M B�� N C 	 M B�� N I " � C M '8) t �8��N I " � I M '*) t �8��N C (2.28)

水柱全体の鉛直平均を,バー

M  N�� 9� � �� l M N!��� (2.29)

で表し,鉛直平均からの偏差を M � N で表すとしよう.すると,速度成分は次のように
表現できる. M �����qN�� M ��� �qN " M ���� ��oN (2.30)

成分 � , � は (2.23),(2.28)から予測できる. �� , �� を予測するには, (2.3),(2.4)を用い,
圧力項に (2.24)の右辺を代入する.海面圧力 ?3� は仮に 0としておく.�3�Ø "%$ �&	('*) t ��	x¥ t �3�o�*� � 	G¥ `��� � > � �� � ��� A C "HB�C (2.31)���Ø "%$ � " '8) t � " ¥ t �3���*� � 	 `��� � > � �� � ��� A I "(B�I (2.32)� � , � � は � , � とは異なる.その理由は圧力傾度力のうち海面圧力に依存する部分を
無視しているからである. �� , �� を決定するために,次のようにおく.

M ���� ���N�� M ����	 ���£������	 ���¤N (2.33)�� , �� の決定において,海面圧力の無視による � � , � � の誤差は重要ではない.なぜなら
ば,その誤差は � に対して独立であり,それゆえ � � , � � を引くことによって消去され
るからである.
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3 輸送流線関数の境界条件

海盆が閉じていて島 (island)がないという簡単な場合では, (2.28)の境界条件は単
純に次のようになる. � ��� M 側面境界において N (3.1)

たくさんの島が存在する世界海洋は多重連結領域 (multipli-connectedregion)であ
る.それぞれの島の海岸において境界条件は� � ×�â ã � 9 ��'q�3äq� � �å� �3æ (3.2)

である. ã は島の指標である.一般に × は時間の関数である. ×�â の数値計算法は,
Kamenkovitch(1962)による南極周極流 (Antarcticcircumpolarcurrent)の研究で用い
られたものに基づいている.´ を水平速度ベクトルとし,

M ´hNÁØd��	 ± M ? � ��� N "èç (3.3)

とする. ± は水平勾配演算子, é は運動方程式の残りの項を表すもう一つの水平ベ
クトルである.(3.3)の積分形は,(2.25)及び (2.26)と同様にして,êeë ± � Ød��	 � �� l M ± ? � ��� 	 ç N!��� (3.4)

となる. Ç は水平面に垂直な方向の単位ベクトルである. (3.4)を � で割り,回転を
とると, ± ë M ê �8� ë ± � ØN5��	 ± ë 9��� �� l M ± ? � ��� 	 ç N!��� (3.5)

を得る. 島の存在する閉じた海盆を考えよう (図 1参照). 輸送流線関数が次のよう
に表されるとする. � � �^� " ì¸â º ¨ ×�â � â (3.6)

(3.6)において �^� と ×�â だけが時間の関数である. � â の場は方程式± ë M ê �8� ë ± � â N���� (3.7)

を満足する.ただし,境界条件は� â � 9 M島 ã の周囲 N� â �s� M他の全ての島 N (3.8)
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図 1: 2つ島の存在する閉じた海盆

(3.6)の表現を使い,輸送流線関数の局所時間微分の中央差分形は次のようになる.

� Ø��áí � ¯ ª ¨� " ì¸â º ¨ × ¯ ª ¨â � â 	 � ¯ � ¨aî �=' Z  (3.9)

ここで上付き記号 È は時間レベルを表す.

各時間レベルにおける �^� を計算するには,(3.5),(3.7),(3.9)を用いて,

± ë M ê �8� ë ± � ¯ ª ¨� N�� ± ë M ê �8� ë ± � ¯ � ¨ NÐ	�' Z  K ± ë 9� � �� l M ± ? � ��� 	 ç N!��� Q (3.10)

境界条件は � ���o� M全ての境界 N (3.11)×�â M ã � 9 ��'q�3äq� � �å� �3æ�N を決定するには,各島領域まわりの経路に沿った線積分を利
用する. ï は線積分の経路方向の単位ベクトルを表すとしよう.ð ï K ê �8� ë ± ì¸â º ¨ × ¯ ª ¨â � â Q � g�
	 ð ï Î ê �*� ë ± M � ¯ ª ¨� 	 � ¯ � ¨ N^	 ' Z  � � �� l Ï ± M ? � ��� N^	 é Ò¶���!Ó5� g (3.12)

各島周りの経路に対する,(3.12)の形の æ 個の方程式が, × ¯ ª ¨â M ã � 9 ��'q�3äo� � �å� �3æ�N を
決定する連立一次方程式系を構成する.海面圧力が (3.12)の右辺から除かれること
に注意する.経路が閉じているので,ð ï K 9��� �� l ± ?3� ��� Q � g �s� (3.13)
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ここで, ?3� は海面圧力である.ゆえに,(2.24)を用いると,ð ï K 9��� �� l ± ? ���ÐQd� g � ð ï `�ñK¤� �� l > ± � �� � ���*� A ���[Q�� g (3.14)

となる.
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4 有限差分の一般的方法

有限差分スキーム (finite differencingscheme)を構成するにあたっては,いくつかの
積分制限が守られることが保証されるようにしたい. 特に,運動量,エネルギー,温
度と塩分の変化が拡散効果のないときに保存されるように,有限差分方程式を組み
立てたい.このアプローチが有利なことを初めて指摘したのは Arakawa(1966)であ
る. Arakawaの示すところによると,エネルギーにおける積分条制限が維持される
ならば,計算は, Phillips(1959)によって最初に指摘された,悩ましい “非線形” 不安
定から解放されるだろう. エネルギー特性の一貫した公式化も,海洋モデルの長期
間数値積分の実行には非常に重要である.そのような公式化によって時間とともに
増える系統誤差 (systematicerror)を回避できるだろう.

例をあげるために,スカラー場 ò に対する次の方程式を考えよう.ò Ø " ±#³ ´ ò � � (4.1)±�³ ´ � � (4.2)

ここで, ´ は速度ベクトルである. µ を全体積の外部境界に対する法線ベクトルと
する.速度の法線成分は外部境界全体にわたって存在しないという条件は次のよう
に与えられる. µ²³ ´ � � (4.3)

考えている全体積を ó 個の分割体積,すなわちセルに分ける.各セルの体積を §�ô と
しよう.各セルにおける ò の平均を f ô とする.各セルにおいて (4.1)を積分すると,§�ô ��  f ô �
	 ð ò ´ ³¶µ � g (4.4)

この場合, µ はセルの境界に対する単位ベクトルである.我々の有限差分化は,もと
の微分方程式 (4.1)よりもむしろ (4.4)に基づいている.

各セルは,指標 õ によって記される ö 個の隣接するセルと境を接しているとする.
立方配列の場合,取り囲むセルの総数は 6になるが,その数は多かれ少なかれ幾何
学に依存する. S ¹ を各境界面の面積, � ¹ を法線方向の速度とする. すると,(4.4)は
次のように近似できる. §�ô ��  f ô ��	 �¸¹»º ¨ ò ¹ � ¹ S ¹ (4.5)

ここで ò ¹ は境界面 õ における ò の値である.各セルの対応する連続方程式は,�¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ ��� (4.6)
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である.有限差分方程式を組み立てることにおけるこのアプローチは, Noh(1965)に
よって議論されていたそれと同じである.

有限差分の積分特性は,長期間にわたって時間に関する数値積分を行うことにおい
て特に重要である.次の量を考える.÷ ¨ � ø¸ô º ¨ f ôù§�ô (4.7)÷ U � ø¸ô º ¨ f Uô §�ô (4.8)ú
は全体積中のセルの総数である.

÷ ¨ は ò の体積積分に対する有限差分表現であ
り,

÷ U は ò U の体積積分に対する有限差分表現である. 全てのセルに対する (4.5)の
和をとると, � ÷ ¨�  � 	 ø¸ô º ¨ �¸¹»º ¨ ò ¹ � ¹ S ¹ (4.9)� ÷ U�  � 	W' ø¸ô º ¨ �¸¹»º ¨ ò ¹ f ô � ¹ S ¹ (4.10)

を得る.(4.9)では右辺の多くの項が全ての内部の境界面に沿って組になって現れる
ので, � ÷ ¨ �8�  ��� であることがわかる. 隣接する境界面どうしの寄与は等しく符号
が反対で,体積全体にわたって和をとると互いに打ち消しあう. (Bryan,1966)にあ
る論点を繰り返して述べると,一般に (4.10)の左辺は消えないことがわかる.しか
しながら, ò ¹ の境界値 ò ¹ � M f ô " f ¹ ND�=' (4.11)

に対して適切な補間公式を用いるならば消すことができる. f ¹ は境界面に隣接す
るセルにおける ò の平均値である. (4.10)に (4.11)を代入して,� ÷ U�  ��	¢ø¸ô º ¨ K f Uô �¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ " �¸¹»º ¨ f ô f ¹ � ¹ S ¹ Q (4.12)

連続の関係 (4.6)を適用すると,右辺第一項が 0になることがわかる.右辺第二項は
境界面において等しく符号が反対の組から成る. (4.9)について議論したのと同様
の打ち消しあう効果により右辺第二項は消える.

この簡単な例は,次の節において有限差分方程式を作るアプローチに対する動機づ
けを暗に与えるだろう. ここで述べる方法は, Arakawa(1966)の着想を一般化した
ものである. Arakawa(1966)では,セルの配列を問題に便利なやり方で選ぶことを
可能にしている.
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5 変数の配置

指標 Å � �qÆ � ��Ç � のセルは,座標 � ©°û ����¦ û �3� ®Dû で与えられる点を中心とするように置く.
ここで, � © û ����¦ û �3� ® û は次のように与えられる.

� ©°û � © û¸© º ¨ Z © (5.1)

� � 	(��¦ û � ¦ û¸¦ º ¨ Z ¦ (5.2)

� ®Dû � 	 ® û¸® º ¨ Z ® (5.3)

速度の水平 2成分は,整数指標によって与えられる格子点を中心とするセルにおい
て平均化される. 一方で,温度,塩分,流線関数は, Å � " ¨U ��Æ � " ¨U ��Ç � によって指定さ
れる格子点を中心とする.この場合,� ©°û°ª ¨¬ U � � © û© º ¨ " 9' Z ©kû«ª ¨ (5.4)��¦ ûkª ¨¬ U � � ¦ û¦ º ¨ 	 9' Z ¦ ûkª ¨ (5.5)

である. 水平面における変数の配置は図 2のようになる. 基本型は Leith(1965)で
使われたものと同じである. この配置を選択する動機は,できるだけ細かい変数の
メッシング (meshing)を得て,依然として 2つの速度成分を同じ時間水準,同じ点で
定義するためである. � と � を同じ点で定義する利点は次の節で議論する.

鉛直速度は,速度の点,塩分と温度の点それぞれに対して別々に計算しなければな
らない.鉛直速度の点はセルの上と下の境界面に位置し,次のような Ç � " ¨U の指標
を持つ. � ®Dû«ª ¨¬ U �u� ®Dû 	 9' Z ®Dûkª ¨ (5.6)

変数の配置は表 1に要約される.
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図 2:水平面における,2方向ともに等しい間隔をもつ格子に対する変数の配置.
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6 有限差分方程式

“box method”を用いて,まず最初に (2.31)で与えられる,成分 � � の運動方程式を有
限差分化したものを書き下す.セルの寸法は図 3aに示される通りである.セルの体
積は次のように与えられる.§P¨ ��� U Z�©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U �*¥r¦ (6.1)

ここで Z�©«ª ¨¬ U � M Z © " Z ©¤ª ¨ ND�='Z ¦ ª ¨¬ U � M Z ¦ " Z ¦ ª ¨ N/�='Z ®7ª ¨¬ U � M Z ® " Z ®Fª ¨ ND�8'
である. 有限差分方程式は,§P¨ Ï M ��� ¯ ª ¨ 	x� ¯ � ¨ N/�=' Z  	Â) t M ��� ¯ ª ¨ " � ¯ � ¨ NÁÒ��Ä ® 	 � `��� Z ®Fª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Ï Z ® M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N¶ü ® º ¨ " ®¸¿ º U M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¿ � ¨¬ U Z ¿ Ò

(6.2)ò は Ç の見せかけの指標である. (6.2)では,特に指定したものを除いて,全ての指
標は Å ��Æ=��Ç��3È であると解釈される.(6.2)にはまだ未定義の変数がいくつか現れてい
る. 例えば,密度の点は整数 Æ の点では定義されていない.これらの点は,それが定
義されている近隣の点の単純な平均として理解される.� ¦ ª ¨¬ U " � ¦ � ¨¬ U ��' � ¦� ® " � ®Fª ¨ �u' � ®Fª ¨¬ U
運動の移流と粘性項は Ä ® に含まれ,それは次のようになる.Ä ® � 	 ·¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ � ¹ " §P¨ ����¥ t �8�" � U SGT M Z ¦ ª ¨¬ U Z ©¤ª ¨¬ U N Ï M � ® � ¨ 	\� ® ND� Z ® 	 M � ® 	x� ®Fª ¨ N/� Z ®Fª ¨ Ò ¯ � ¨" SmV Î ¥ Z ¦ ª ¨¬ U Z ®Fª ¨¬ U Ï M � ©¤ª ¨ 	x� © N/� Z ©¤ª ¨ 	 M � © 	x� © � ¨ N/� Z © Ò" Z ©¤ª ¨¬ U Z ®Fª ¨¬ U Ï M �q¦ � ¨ 	Â��¦<N/�*¥ Z ¦�	 M ��¦5	x�q¦ ª ¨ N/�*¥ Z ¦ ª ¨ Ò" §P¨ M 9 	 t U ¥ U N]���8� U 	(' t ¥ Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U M � ©¤ª ¨¬ U 	x� © � ¨¬ U N Ó ¯ � ¨ (6.3)

粘性項は (6.2)右辺の残りの項に対して時間が一段階遅れていることに注意された
い.このことは,差分方法が圧力項と非線形項に対しては時間に関して中央差分で
あるが,粘性項に関しては時間水準が ' Z  だけ前にとられているということを意味
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図 3: a)水平速度を計算する点を中心とした有限差分セル. b)温度と塩分の点を中
心とした有限差分セル.
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する.この配置は,Richtmyer(1957)によって与えられた同様な時間依存問題の数値
安定性の議論に基づいている.

数値格子の水平面における変数の設定により,(6.2)におけるコリオリ項は È " 9 とÈ�	 9 の時間水準間の平均によって近似できる.この配置は,ソ連において大気の数
値モデルに広く使われている (Marchuk,1964).そのような配置は,他の全ての安定
基準が満たされるならば,コリオリ項を陰的 (implicit)に扱うということに等しく,
時間の幅は慣性周期 (inertial period)よりも長くとることができる. これは,緯度と
経度が ý�þ よりも大きなメッシュをもつ海岸格子 (coarsegrid)に対して特に有利で
ある. このタイプの海岸格子は,調節 (adjustment)の第一の期間に計算を保持する
海洋循環計算において便利であろう.より詳細な解は,初期解をよりよい格子 (grid)
に書き換えることによって得られる.

(6.3)の非線形項の詳細は下に示したようになる.再び,他に特に指定しない限り,全
ての指標は Å ��Æ=��Ç��3È であるとする.� ¨ S ¨ � ¨ � Z�®Fª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U � ©«ª ¨¬ Uë Ï � �� ©¤ª ¨¬ U 	 M � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U 	 � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U N/� M � ¨ Z ¦ ª ¨¬ U NÁÒ (6.4)� U S U � U � 	 Z�®Fª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U � © � ¨¬ Uë Ï � �� © � ¨¬ U 	 M � © � ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U N/� M � U Z ¦ ª ¨¬ U NÁÒ (6.5)� Ì S Ì � Ì � Z ®Fª ¨¬ U Z ©¤ª ¨¬ U ��¦ � ¨¬ Uë K � > ��¥ A ¦ � ¨¬ U 	 M � ©«ª ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U ND� M � Ì Z ©«ª ¨¬ U N Q (6.6)�!ÿ S ÿ � ÿ � 	 Z ®Fª ¨¬ U Z ©¤ª ¨¬ U �q¦ ª ¨¬ Uë K � > ��¥ A ¦ ª ¨¬ U 	 M � ©«ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U ND� M � ÿ Z�©«ª ¨¬ U N Q (6.7)��� S � � � � §P¨ � ® � ¨¬ U � ® � ¨¬ U � M ¥ Z ®Fª ¨¬ U N (6.8)� · S · � · � 	 §�¨ � ®Fª ¨¬ U � ®Fª ¨¬ U � M ¥ Z ®7ª ¨¬ U N (6.9)

(6.4)～(6.7)において �� と �� の項は次のように定義される.

M ���� ��qN ® � M �����qN ® 	 9� É V¸¿ º ¨ M � ¿ ��� ¿ N Z ¿ ª ¨¬ U
また,深さの値 � ¨ ��� U �3� Ì ��� ÿ は次のように定義される.� ¨ � �&6��q.������ ;
	 M � ©1Ë ¦�;
��� ©¤ª ¨ Ë ¦ÍN (6.10)� U � �&6��q.������ ;
	 M � ©1Ë ¦�;
��� © � ¨ Ë ¦ÍN (6.11)� Ì � �&6��q.������ ;
	 M � ©1Ë ¦�;
��� ©1Ë ¦ � ¨ N (6.12)� ÿ � �&6��q.������ ;
	 M � ©1Ë ¦�;
��� ©1Ë ¦ ª ¨ N (6.13)
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連続の方程式から導かれる個別の診断関係式 (diagnosticrelation)が, ����� の点とc � g の点での鉛直速度を計算するのに必要である.§P¨Zr®7ª ¨¬ U M � ® � ¨¬ U 	x� ®Fª ¨¬ U N5��	 ÿ¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ (6.14)

� ¨ � � U � � Ì � ��ÿ の項は (6.4)～(6.7)の括弧内で与えられる.c � g に対する予報方程式は,運動方程式に比べてかなり簡単である. “box”method
の基礎となるセルは図 3bに示される通りである.速度の点は

c � g の点と同じ平面
にあるが,セルの角に位置している.セルの体積は次のように与えられる.§ U ��� U Z ©¤ª ¨ Z ¦ ª ¨ Z ®Fª ¨¬ U �[¥r¦ ª ¨¬ U (6.15)

この後に出てくる中で,全指標は,他に特に指定しない限りは, Å " ¨U ��Æ " ¨U ��Ç であ
ることがわかるだろう. 上付き指標 È もまた後で理解されるだろう.

c
に対する予

報方程式のみを書き下した.
g
に対する方程式は,

c
に対する予報方程式と同一で

ある.§ U M c ¯ ª ¨ 	 c ¯ � ¨ N/�=' Z  �
	 ·¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ c ¹ " S�T § UZ ®Fª ¨¬ U Ï M c ® � ¨ 	 c ® ND� Z ® 	 M c ® 	 c ®Fª ¨ N/� Z ®Fª ¨ Ò ¯ � ¨" Sml-��Î=¥ Z ¦ ª ¨ Z ®Fª ¨¬ U Ï M c ©¤ª!Ì ¬ U 	 c ©¤ª ¨¬ U N/� Z ©¤ª!Ì ¬ U 	 M c ©¤ª ¨¬ U 	 c © � ¨¬ U N/� Z ©¤ª ¨¬ U Ò" Z ©¤ª ¨ Z�®Fª ¨¬ U[Ï M c ¦ � ¨¬ U 	 c ¦ ª ¨¬ U N/�*¥ Z ¦ ª ¨¬ U 	 M c ¦ ª ¨¬ U 	 c ¦ ª!Ì ¬ U ND�[¥ Z ¦ ª!Ì ¬ U Ò Ó ¯ � ¨
(6.16)

移流項の詳細は以下の様になる.S ¨ � ¨ c ¨ � � ' Z�®Fª ¨¬ U c ©¤ª ¨ M ��¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U " ��¦ Z ¦ ª ¨¬ U N ©¤ª ¨ (6.17)S U � U c U � 	��' Z ®7ª ¨¬ U c © M ��¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U " ��¦ Z ¦ ª ¨¬ U N © (6.18)S Ì � Ì c Ì � �'[¥r¦ Z�®Fª ¨¬ U c ¦ M � ©¤ª ¨ Z�©¤ª!Ì ¬ U " � © Z�©¤ª ¨¬ U N¦ (6.19)S ÿJ�!ÿ c ÿ � 	��'[¥r¦ ª ¨ Z�®Fª ¨¬ U c ¦ ª ¨ M � ©«ª ¨ Z�©¤ª!Ì ¬ U " � © Z�©«ª ¨¬ U N¦ ª ¨ (6.20)S �Í��� c � � § U¥ Z ®Fª ¨¬ U c ® � ¨¬ U � ® � ¨¬ U (6.21)S · � · c · � 	 § U¥ Z�®Fª ¨¬ U c ®Fª ¨¬ U � ®Fª ¨¬ U (6.22)

Å " ¨U ��Æ " ¨U の点に対応する � を計算するために, (6.14)と同様な方程式が,上の
(6.17)～(6.20)に与えられる � ¹ S ¹ M õ � 9 ��'���äq� ý N とともに使われる.
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各時間レベルにおいて,
c ¯ ª ¨ � g ¯ ª ¨ の予備値 (preliminaryvalue)が, (6.16)とそれに対

応する塩分の式に基づいて予測される.すると, 2節の (2.9)式で与えられる Eckart
の公式を用いて � ¯ ª ¨ が計算される.それより,水柱全体をテストして静的安定性を
調べる. � � � を,海面圧力に起因する,その場所の温度と塩分に対応した密度としよう.M � � � N ¯ ª ¨® Ü M � � � N ¯ ª ¨®Fª ¨ (6.23)

がある Ç で成り立つとすると,その情報は保持される.水柱全体が調べられた後で,
温度と塩分が隣接する層の集団において均一になるように

c ¯ ª ¨ と g ¯ ª ¨ がリセッ
トされる. M c �® � c �®Fª ¨ � ³¶³¶³ � c �®Fª ø N��  ®Fª ø®Dû º ® c ®Dû Z�®Dûkª ¨¬ U ®Fª ø® û º ® Z�® û ª ¨¬ U (6.24)

ここで, Ç ³¶³¶³ Ç " ú は隣接する不安定層の指標である. (6.24)によって与えられる
配置は水柱のうち不安定な部分の無限混合 (infinite mixing)に対応する. 同様の配
置は塩分に対してもなされる. 以上が実行されると,再び (6.23)が成り立つ点はま
だあるが調べるために水柱全体が調べられる. 不安定性が現れた場合,全過程を必
要なだけ何回も繰り返す.

速度成分と輸送流線関数の関係は以下によって与えられる.�ÃÉ¸® º ¨ ��� � Z�®Fª ¨¬ U � 	 M � ¦ � ¨¬ U 	 � ¦ ª ¨¬ U N ©«ª ¨¬ U � Z ¦ ª ¨¬ U (6.25)�ÃÉ¸® º ¨ ��� > �¥ A Z ®Fª ¨¬ U � M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ©¤ª ¨¬ U � Z ©«ª ¨¬ U (6.26)

鉛直平均の速度成分を ��� � と書こう.成分 ��� � は,(6.25)と (6.26)の右辺に M ��� ����N � ¨
と M ��� ����N � ¨ ¥ をそれぞれかけることにより,輸送流線関数から得ることができる.

輸送流線関数に対する予想方程式は系を完結させる. 全変数は,特に他に指定しな
ければ,下付き指標 Å " ¨U � Å " ¨U を持つ.Z ©¤ª ¨ Z ¦ ª ¨ Ê M � ¯ ª ¨ 	 � ¯ � ¨ N/�=' Z  ��	�9' K Z ©¤ª ¨¬ U > B�� ©1Ë ¦¥r¦ 	 B�� ©1Ë ¦ ª ¨¥r¦ ª ¨ A " Z ©¤ª!Ì ¬ U > B�� ©«ª ¨ Ë ¦¥r¦ 	 B�� ©«ª ¨ Ë ¦ ª ¨¥r¦ ª ¨ A Q" 9' K Z ©«ª ¨¬ U M B�� ©¤ª ¨ Ë ¦5	 B�� ©1Ë ¦ÍN " Z ©¤ª!Ì ¬ U M B�� ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ 	 B�� ©1Ë ¦ ª ¨ NRQ	�) Î Z ©«ª ¨¬ U K t ¦ > �¥ A ©1Ë ¦ 	 t ¦ ª ¨ > �¥ A ©1Ë ¦ ª ¨ Q" Z ©¤ª!Ì ¬ U K t ¦ > �¥ A ©«ª ¨ Ë ¦ 	 t ¦ ª ¨ > �¥ A ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Q" Z ¦ ª ¨¬ U Ï t ¦ M � ©¤ª ¨ Ë ¦5	 � ©1Ë ¦ÍNÁÒ " Z ¦ ª!Ì ¬ U Ï t ¦ ª ¨ M � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ 	 � © Ë ¦ ª ¨ NRÒ Ó

(6.27)

(6.27)左辺の演算子 Ê は (6.28)によって定義される.

Ê � � ¥ M � ©¤ª!Ì ¬ U 	 � ©«ª ¨¬ U N Z ¦ ª ¨M � ©¤ª ¨ Ë ¦ Z ¦ ª ¨¬ U " � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U N Z ©¤ª!Ì ¬ U Z ©¤ª ¨¬ U
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	 ¥ M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N Z ¦ ª ¨M � ©1Ë ¦ Z ¦ ª ¨¬ U " � ©1Ë ¦ ª ¨ Z ¦ ª!Ì ¬ U N Z ©«ª ¨¬ U Z ©«ª ¨¬ U" ¥ M � ¦ � ¨¬ U 	 � ¦ ª ¨¬ U N Z ©«ª ¨¥r¦ ª ¨¬ U M � ©1Ë ¦ Z ©«ª ¨¬ U " � ©«ª ¨ Ë ¦ Z ©¤ª!Ì ¬ U N Z ¦ ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U	 ¥ M � ¦ ª ¨¬ U 	 � ¦ � Ì ¬ U N Z ©¤ª ¨¥r¦ ª!Ì ¬ U M � ©1Ë ¦ ª ¨ Z ©¤ª ¨¬ U " � ©¤ª ¨ Ë ¦ ª ¨ Z ©¤ª!Ì ¬ U N Z ¦ ª!Ì ¬ U Z ¦ ª ¨ (6.28)

各時間の段階において, Ê � ¯ ª ¨ ��� ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U の形の 2次方程式 (secondorderequa-
tion)は緩和 (relaxation)によって解くことができる.緩和は,海盆の存在する複雑な
地形を扱うのに十分一般的な,いくつかの方法のうちの一つである.緩和過程にお
いて,前の時間段階に対する輸送流線関数の値は最初の推測値として使うことがで
きる.この手続きは収束過程を非常に早める.

(6.27)における量 B�� はまだ定義されてなく,

B�� © ¦ � � ���� © ¦ É�� �¸® º ¨ M Z ®Fª ¨¬ U Ä ® � §�¨ N	 `� © ¦ É�� �¸® º ¨ ¥ Z ®Fª ¨¬ UZ ©¤ª ¨¬ U Î Z ® M � ©¤ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U NÐü ® º ¨ " ®¸¿ º U Z ¿ M � ©«ª ¨¬ U 	 � © � ¨¬ U N ¿ � ¨¬ U Ó
(6.29)B�� に対する表現は正確に対応する形を持つ. 前で述べたのと同様に, ò は Ç に関

する和の内部の疑似的鉛直指標に相当する.

今までで,数値積分の手続きを要約することができる. 温度と塩分の新しい値は
(6.16)で与えられる形の方程式から予測できる. 関係式 (6.2)と � 成分の対応する
式は, M � � �3� � N ¯ ª ¨ を予測するのに役立つ.すると,これらの成分は M ���� ��qN ¯ ª ¨ の新しい
値を見付けるのに使われる.

M ���� ��qN ¯ ª ¨ � M � � ��� � N ¯ ª ¨ 	 9� É¸® º ¨ M � � �3� � N ¯ ª ¨ Z ®7ª ¨¬ U (6.30)

M ��� �qN の予測値は輸送流線関数の新しい値を用いて (6.25)と (6.26)から得ることが
できる.

ひとたび予報変数 (predictedvariables)に対する新しい時間水準が求まれば,連続方
程式と状態方程式に基づく診断関係式を用いて,新しい時間水準に対する � と � が
求まる. 経験より, leap-frogtime差分法は隣接する時間水準間に深刻な分裂 (split)
をもたらすことがわかった (Lilly ,1965).このことは,中心差分が予想方程式を時間
に関して一次から二次へ人為的に変えてしまうという事実によってもたらされる.
Arakawaの示唆するところに従うと,この困難さは,中央の時間水準を前方の時間
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水準で周期的に置き換えることにより回避される. この手続きは,分裂が重大にな
る前に正式な間隔での二つの解のうち一つを捨てることに等しい. 23の leap-frog
時間段階と一つの前方時間段階の比は大量計算に使われる典型的な値である.
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7 有限差分方程式の境界条件

境界条件における基本情報は,指標 Å " ¨U � Å " ¨U で与えられる各 c � g の点での,海
面から下に向かって積まれたセルの数である.そのセルの数を � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U で与え
られるとすると, � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U � É ����������� ���������¸®Fª ¨ Z ® (7.1)

すると,速度の点におけるセルの数は次のように与えられる.

� © ¦E���L.10!.���� � ;
	 M � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U � � © � ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U � � © � ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U � � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ � ¨¬ U N (7.2)Å ��Æ での深さは (7.1)に対応する公式に従って計算することができる. 速度の境界
条件は非常に簡単で, M �����qN ©1Ë ¦��u� Ç Ü � ©1Ë ¦ (7.3)

であり,輸送流線関数の場合は,� ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U �s:<;=0!,]4F680�4¶� � ©¤ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U �s� (7.4)� ©«ª ¨¬ U Ë ¦�	 � © � ¨¬ U Ë ¦b�s�o� � © ¦E�u� (7.5)� © Ë ¦ � ¨¬ U 	 � ©1Ë ¦ ª ¨¬ U �s�o� � © ¦E�u� (7.6)

である. (7.4)の constantは大陸と各島の海岸で異なった値を持つ.これらの値を計
算する手続きは 3節で与えられる.

温度と塩分の場合,境界条件は壁に隣接する各点に対して設定しなければならない.
不規則な海底地形のゆえに,水平面のある一つの点に対して境界条件はある水準か
ら次の水準に変わり得る.初めにテストを行う.Ç Ü � ©¤ª ¨¬ U ª !3Ë ¦ ª ¨¬ U ª � (7.7)

とすると, c ©¤ª ¨¬ U ª !�Ë ¦ ª ¨¬ U ª � Ë ® � c ©«ª ¨¬ U Ë ¦ ª ¨¬ U Ë ® (7.8)

が成り立つ.ここで,

M S�� ö N�� M 9 �3�=NÍ� M 	 9 �3��NÑ� M �o� 9 NÍ� M �q��	 9 N (7.9)

である. (7.7)によるテストは,隣接する温度塩分の点で Ç が水準の最大数を上回る
かどうかを示している.このことは隣接した壁が存在することを示す. (7.7)～(7.9)
に従った境界条件を設定するのに使われる厳密な計算手続きは,当然使われる計算
装置に依存するだろう. 計算の進行する間にテストするのが最適な場合もある. 別
の場合では,表の形で初期検査の際に実行されたテストの結果を蓄えておくのがよ
り効果的な場合もある.その表は境界条件を設定するのに使うことができるだろう.
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8 島の有限差分公式

島の公式化は,多少扱いにくいものの,簡単である. 手法は, 3節の連続方程式に関
して与えた概略に従う. æ を島の数とすると,流線関数に対する æ " 9 個の分割場
が必要である. � ¯ � � ¯� " ì¸â º ¨ × ¯â � â (8.1)�^� のみが時間の関数であり,残りの場 � â は固定されたままで,計算機の永久記憶
に蓄えられる. 各島,各時間水準に対して振幅 ×�â を再計算することだけが必要で
ある.

é を次のようなある水平ベクトルとする.ç �#" é%$ "'& é%( (8.2)

数値的に線積分に相当するものを演算子 ö で定義すると,

ö ç �*) ª + )¸ © º ) Ï é $©1Ë , 	 é $©1Ë ,ùª +-, Ò Z�©«ª ¨¬ U¥ " ,ùª +.,¸¦ º , Ï é ( ) ª + ) Ë ¦ 	 é ( ) Ë ¦ Ò Z ¦ ª ¨¬ U (8.3)

となる.線積分は Å ��Æ 平面において反時計周りにとる. (8.3)で与えられる積分は単
純な長方形の経路である.島の周囲では,近隣の他の島や大陸境界のために,単純な
長方形の経路を作れない場合もある.そのような場合では,様々な形を持つ,いくつ
かの隣り合う長方形の周囲を経路としてとる必要があるだろう.

(3.6)に対応して,次のような鉛直平均流ベクトルを定義することができる.

´ ¯ � ´ � " ì¸â º ¨ × ¯â ´ â (8.4)

ここで,´�� M ����N � ¨ Ï 	/" M � © Ë ¦ � ¨¬ U 	 � ©1Ë ¦ ª ¨¬ U ND� Z ¦ ª ¨¬ U "'& ¥ M � ©«ª ¨¬ U Ë ¦ 	 � © � ¨¬ U Ë ¦ ND� Z�©¤ª ¨¬ U Ò (8.5)

である.閉じた経路周りの線積分を表すために (8.3)で与えられる演算子を使うと,
(3.10)の差分形に相当するものを次のように書くことができる.

ö Ï 9 " '8) t Z  êxë M NÁÒ > ´ ¯ ª ¨� " ì¸â º ¨ × ¯ ª ¨â ´ â A� ö Ï 9 	('8) t Z  êÂë M NÁÒ ´ ¯ � ¨ " ' Z  ö M " B��H" " B�� N ¯ (8.6)

B�� と B�� の項は前の節の (6.29)で既に定義した. 各島周りの閉じた経路に対し
て,(8.6)と同様な æ 個の方程式が書ける. (8.6)の右辺は既知であるので,これら æ
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個の方程式は ×�â を求めるのに十分な線形方程式系を構成する. (8.6)左辺における
係数の行列は,時間に関してあまり変化しないので,計算の初めに決定させ,反転し,
メモリーに蓄えることができる. ひとたび (8.6)の左辺が各時間段階において計算
されれば, × ª ¨â は簡単な行列のかけ算によって計算できる.
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9 本手法を用いた計算の実行

本手法がどのように適用されるかを説明するために,二つの例を手短に述べよう.
詳細な結果は別のところで与えるつもりである. M.D.Coxによってなされた最初の
計算に対する格子の配置は図 4に示される通りである.範囲はインド洋を扱い,ア
ジア大陸から南へ 910 þ Sまで及ぶ. 西はアフリカで境界を接し,東は 9 ��' þ Sの経線,
マレー半島で境を接する.計算の第一段階は ý þ のメッシュと,鉛直方向は 6つの水
準で行った.気候地図から持ってきた温度場,塩分場,風応力場はその年の季節の関
数として海面で指定する.計算の第一段階では,時間ステップを 12時間にとること
ができる.各時間ステップは UNIVAC 1108計算機で計算するのに 10秒要する.い
くつかの場のみが計算機の 65K高速アクセスメモリーに永久的に蓄えられる. 大
部分の場は磁気ドラムに保持し,必要なときにメモリーを通じて回帰させる. 磁気
ドラムからメモリーへの移動は計算の進行中になされ,それゆえ移動の過程で余分
な時間を必要としない.

経験から, SmV は大きな値で始め,格子の精度がうまく上がるに従って,その値を小
さくするのが有利である. 水平拡散係数 SWl は計算全体にわたって小さい値に保
つ.この手続きを用いる動機としては,密度場は非常にゆっくり順応する一方で,速
度場はどんな横摩擦係数の変化に対しても比較的速く順応するということがある.
新たな計算の段階では,中央時間ステップの次にくる前方時間ステップで始めなけ

図 4: インド洋の循環の季節変化を計算するのに使用する数値格子. (左)解像度 ' þ
(右)解像度 9 þ
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ればならない.

計算の第二,第三段階における格子の配置を図 4に示す.最終的なメッシュの大きさ
は緯度と経度で 9 þ である.開境界に沿って,輸送流線関数をWelander(1959)によっ
て計算されたスヴェルドラップ輸送の図から持ってくる.鉛直断面における温度と
塩分の分布は,その範囲を含み,世界海洋データセンター A (World Oceanographic
DataCenterA)によって供給される海洋データ (hydrographicdata)から持ってきた.���� �� を速度成分の鉛直平均からの偏差とする.境界を通しての全輸送は輸送流線関
数により決定し, ���� �� の境界に対して法線方向の勾配は 0に設定する. この条件に
より,入ってくる流れと出ていく流れの鉛直断面図は境界で指定した密度場に対し
て地衡流的に順応する.

本モデルを用いてなされた二番目の計算は,南半球の海洋における熱塩循環研究の
一部である.質量輸送流線関数の最終形態を図 5に示す.これは,永続的な変動の効
果を取り除くために実行の最終部分に対してとられた平均に基づいている.海盆は
球形の地形を含み,赤道から 2 � þ Sまで広がり,子午面の壁の 3 � þ 付近に切れ目があ
る. 切れ目において循環的な境界条件を仮定するので,入ってくる流れは正確に出
ていく流れに等しい. 切れ目を通した全流れは,3節で概要を述べた Kamenkovitch
の方法に従って計算されなければならない.計算は回転率を地球のそれよりも大き
さが 1オーダー小さい回転率で実行する. 海洋循環は,海面にかかる風応力分布と
密度勾配の両方によって駆動されている. 初め,全密度海面は平坦であり流体は完
全に静止している.遅い回転が西岸境界流の非現実的な幅を説明している.

計算は平坦な海底に対して実行する.全ての横の境界に沿って余分な解像度を用意
するために可変のメッシュ幅を使用する. 壁付近の最小のメッシュ幅は約 9 þ であ
る. 一方,内部の格子点はおおよそ 3 þ 間隔で位置する. 鉛直方向には 8つの水準が
存在する.典型的な時間ステップは一日の 1/10であり,図 5の平衡解はモデル時間
で 30年後である.この計算には Univac1108で全部で 200時間を要する.地球に関
して正しい回転率を用い現実的な場合を実験するには,さらなる計算が必要である.
その理由は,平衡に達するまでの時間がより長く,境界流はより細く,正確な解像度
のためにはさらに格子点が必要だからである.
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図 5:南極周極流の理論的研究において得られた輸送流線関数のパターン
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付録

普遍的スキームは長期にわたって水力学システムのふるまいを研究するのに有用で
あるということに気を付けるために,エネルギー平衡について注意深い点検がなさ
れるべきである.本論文で与えられる数値スキームの選択は主にエネルギーの考察
を動機としている.流体の重要な特性を極端に弱めることなしに, Phillips(1959)に
よって記述された特別な形態の不安定を回避できるのはエネルギー整合的スキー
ムだけであろう.

今, � を次のようにおく.
� � � " �� (A.1)

ここで, � � ��� M � U " � U ND�=' (A.2)�� � ��� M �� U " �� U ND�=' (A.3)

とする. � は外部モード (externalmode)の運動エネルギー, �� は内部モード (internal
mode)の運動エネルギーとみなすことができる. X _ は閉じた海盆における体積
積分を表すとする. (2.28)の左辺に ¥ � � M � U � ��� N を掛けて体積全体にわたり積分す
ると,Î � ¥� U � ��� Ï M ¥ � C Ø�8��N C " M � I Ø�*�Ú¥�N I Ò Ó� Î ¥� U � ��� Ï M ¥ �5� C Ø �8��N C " M �5� I Ø�8�Ú¥�N I Ò Ó 	à9' Î ¥ U� U � UC Ø �*� U ��� " 9� U � UI Ø �8� U ��� Ó

(A.4)
右辺第一項は,側面境界に沿って � ��� であるという境界条件から消える.従って,X � Ø _ �
	�Î � ¥� U � ��� Ï M ¥ � C Ø �8��N C " M � I Ø�*�Ú¥�N I ÒaÓ (A.5)

(2.28)の右辺に 	 � ¥�� M � U � ��� N を掛けると,X � Ø _ � ÷ ¨ " ÷ U " ÷ Ì " ÷ ÿ (A.6)

を得る.ここで,÷ ¨ � Î � ¥� U � K > �� � �� l $ �-��� A C 	 > ��Ú¥ � �� l $ �W��� A I Q Ó (A.7)÷ U � Î � ¥� U � K > ¥ t� � �� l � U ��� A C " > t��� �� l �3����� A I Q Ó÷ Ì � Î 	 � ¥� U � K > '� � �� l B�I ��� A C 	 > ��Ú¥ � �� l B�C ��� A I Q Ó (A.8)÷ ÿ � Î � ¥� U � K > 9��� �� l M ? 	 ?3� N I ��� A C 	 > 9� � �� l M ? 	 ?3� N C ��� A I Q Ó (A.9)
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である. ? 	 ?3� の完全な表現は (2.24)で与えられる.�� の表現を書き下すためには,(2.31)と (2.32)にそれぞれ ���!�� と ������ を掛けなけれ
ばならない.それらの結果の和を全体積にわたって積分すると,X �� Ø _ � ÷ �^" ÷ · " ÷54 " ÷76 (A.10)÷ � � 	 X ���!�� $ � " ������ $ � _ (A.11)÷ · � Î ��� ¥ t� M ����3��	 ����3��N Ó÷74 � X ������ B C " ���q�� B I _ (A.12)÷86 � Î ���¥� M ? 	 ?3� N C " �� � M ? 	 ?3� N I Ó (A.13)

を得る.本モデルがエネルギー的に矛盾していないことを証明するために,我々は次
のことを示したい. (a)差分方程式の非線形項が運動エネルギーの全量に対して正
味の効果を持たない. (b)ポテンシャルと運動エネルギーの交換項 (exchangeterm)
が正確に見積もられる. 必要条件 (a)は次が成り立つとき満足する.÷ ¨ " ÷ � � � (A.14)÷ U " ÷ · � �
必要条件 (b)は次に等しい.÷ ÿ�" ÷76 � 	 X `q� � _� 	�Î ` � � � �� � � ����Ó (A.15)

(A.14)と (A.15)が本数値スキームに対して成り立つのを証明することには少し複
雑な代数的操作を伴う. 導出を簡単化するために我々は Lilly(1964)と同じ表記と
アプローチを使う.

次のように置く. ' ó C � ó ©«ª ¨¬ U " ó © � ¨¬ U (A.16)j C ó � ó ©¤ª ¨¬ U 	 ó © � ¨¬ U (A.17)

次の規則がある. ó j C 9 " 9 j C ó C � j M ó C 9 N (A.18)ó C 9 C 	 ó 9 C � 9ý j C M 9 j C ó N (A.19)

(A.18)と (A.19)は単純に (A.16)と (A.17)を代入することにより容易に確かめられ
る. � を � に代えても,同様なやり方で (A.16)～(A.19)が成り立つことは明らかで
ある. (A.18)で

9
に : I を代入して (A.19)を用いるとó j C : C " : j C ó I I¶C � j C M ó C : I N " 9ý j I M : j I j C ó N C (A.20)
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(A.18),(A.19)の場合と同様に,(A.20)で与えられる規則は方程式の全ての点で � と� を交換しても成り立つ.÷ ¨ の表現は (6.27)に � を掛けて半整数の点全部で和をとることにより得られる.¥��8� は体積積分で消えるので,必要なのは � � ¥��8� ではなく � � を掛けることだ
けである. ÷ ¨ ��	 ¸©«ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U � � K j I > $ �¥ Z ©¤ª ¨¬ U A C 	 j C M $ � Z ¦ ª ¨¬ U N I Q (A.21)

記号の付いていない上線は鉛直平均を表し,記号付き上線は (A.16)によって定義さ
れる 2点水平平均である.÷ ¨ � 	m� ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U K > 	 j I � CZ ¦ ª ¨¬ U $ � " ¥ j C � IZ�©«ª ¨¬ U $ � A Z ©«ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¥ � ¨ I¶C

" j I > � I $ �¥ Z ©«ª ¨¬ U C A 	 j C M � C $ � Z ¦ ª ¨¬ U I N" 9ý j C > j C j I � ³ $ �¥ Z�©¤ª ¨¬ U A 	à9ý j I M j C j I � ³ $ � Z ¦ ª ¨¬ U NRQ (A.22)

7節で与えられる輸送流線関数の境界条件は,(A.22)の後ろ 4項が消えるような条
件である.また,(6.25)と (6.26)から次が得られることに注意する.

M �h� �qN�� 9� ��� � > 	 j I � CZ ¦ ª ¨¬ U ��¥ j C � IZ�©¤ª ¨¬ U A (A.23)

(A.23)を (A.22)に代入し,積分で消える項を捨てると,÷ ¨ ��	 ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U � U Ï ��� � M � $ � " � $ ��N Z ©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U ¥ � ¨ÁÒ I¶C (A.24)

となる.すると今
÷ ¨ と ÷ � を結びつけて次のように書くことができる.÷ ¨ " ÷ � ��	 ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸ ® � U ��� Ï M � " ���N $ � " M � " ��qN $ ��Ò Z�©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U ¥ � ¨ I¶C

(A.25)
このとき次の関係を用いた. � � $ �Y� ¸ ® � $ � Z ®Fª ¨¬ U (A.26)

(6.3)から (A.25)は次のように書けることがわかる.÷ ¨ " ÷ � � 	 ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸®7ª ¨¬ U � U § � ¨¨ ��� K M � " ���Nx·¸¹»º ¨ ¥ � ¹ S ¹ � ¹" M � " ��oN ·¸¹»º ¨ ¥ � ¹ S ¹ � ¹ Q Z�©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Z�®Fª ¨¬ U ¥ � ¨ (A.27)
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ここで, ·¸¹»º ¨ � ¹ S ¹ ��� (A.28)

は各セルに対する局所的連続方程式である.
÷ ¨ " ÷ � が 0であることを証明するに

は,4節で与えた議論を繰り返すだけで良い. � ¹ と � ¹ が隣接するセルの間の算術平
均として定義されるとすれば,非線形項は全体積の平均運動エネルギーに変化を与
えないであろう.これにより (A.14)の導出は完成する. (A.14a)を導出するには,

÷ ¨
を
÷ U で置き換え,

÷ � を ÷ · で置き換えて, (A.21)～(A.25)示されるのと同じ手続きに
従う.証明は (A.14)に対するそれと極めて類似するので,詳細な方程式を書き下す
ことはしない.

次に圧力項を調べる.(6.27)に � を掛けると,(A.21)～(A.24)の議論を繰り返して次
式が示せる.÷ ÿ ��	 ¸©«ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸ ® K ��¥� j C M ? 	 ?�� N IZ�©¤ª ¨¬ U " � � j I M ? 	 ?3� N CZ ¦ ª ¨¬ U Q Z ©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Z ®7ª ¨¬ U ¥ � ¨ I¶C

(A.29)
(6.2)に �� を掛け, � � 成分の対応する式に �� を掛けてそれらの結果を組み合わせて
積分すると,

÷ ÿ ��	 ¸©«ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸ ® K ���¥� j C M ? 	 ?�� N IZ ©¤ª ¨¬ U " �� � j I M ? 	 ?3� N CZ ¦ ª ¨¬ U Q Z�©¤ª ¨¬ U Z ¦ ª ¨¬ U Zr®7ª ¨¬ U ¥ � ¨ I¶C
(A.30)

を得る. 従って和
÷ ÿP" ÷76 は ���� �� を完全な成分 ����� でそれぞれ置き換えた ���� �� の

式と同様の表現となる.

次に (A.20)を利用する.結果は次のようになる.÷ ÿP" ÷76 � ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸ ® M ? 	 ?�� N Zr®7ª ¨¬ U K j C M � Z ¦ ª ¨¬ U N I " j I > �¥ Z�©¤ª ¨¬ U A C Q (A.31)

Å " ¨U ��Æ " ¨U の点における連続方程式は��¥ � ¨ Z ©¤ª ¨ Z ¦ ª ¨ j � �Z�®Fª ¨¬ U ��	 j C M � Z ¦ ª ¨¬ U N I 	 j I > �¥ Z ©¤ª ¨¬ U A C (A.32)

(A.32)を (A.31)に代入して,÷ ÿ�" ÷76 � ¸©¤ª ¨¬ U ¸¦ ª ¨¬ U ¸ ® � U Ï M ? 	 ?3� N j � ��Ò Z ©¤ª ¨ Z ¦ ª ¨ ¥ � ¨ (A.33)

(A.33)の表現は連続な場合としての (A.15)と同等であり,導出は完成する.
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