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数値予報モデルのための気象力学 要旨 I

要旨

数値予報モデル, 特に大気大循環モデル (AGCM; Atmospheric General Circulation Model) の
理解およびその作成には, 大気の力学の理解が不可欠である. 本論文では, “Haltiner, G. J., and
Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons,
477pp” をもとに, 数値予報/GCM のために必要となる気象力学の基礎を紹介する.

本論文は 5つの章で構成されており, それぞれ以下の内容を取り扱っている.

第 1章では, 気象予報の発達の歴史から, 数値予報誕生のいきさつを紹介する. また, 数値予報モデ
ルの気象予報に対する重要性を述べる.

第 2章では気象力学の基礎となっている様々な物理法則を紹介する. 始めに, 支配方程式系を構成
する運動方程式, 連続の式, 状態方程式, 熱力学第 1法則を紹介する. 次にその方程式系が球面座標
系ではどのように扱われるのか, また, 平面地図に投影した際にどのように扱われるのかを議論す
る. 鉛直座標として高さではなく圧力や温位を用いた場合の方程式系についても議論する. これら
の座標系を考えるのは, これらの方程式系がデカルト直線直交座標系よりも数値予報モデルに向い
ているためである. その後はエネルギーの式を考え, 運動エネルギーと位置エネルギーの変換を議
論する. 最後に, 渦度の式と発散の式を紹介する. これらの式は大気の現象を表現する上で便利で
あり, 数値予報モデルにもよく利用される.

第 3章では大気の波動に注目した議論を行う. 線形化した方程式から様々な大気の波動の分散関係
を導出し, 波動の性質を考察する. 具体的には, 音波, 内部重力波, 浅水波, 慣性重力波, ロスビー波
を取り扱う. これらの情報は, 安定した数値予報モデルを作成するために必要となる.

第 4章ではスケールの解析を行うことで, 順圧大気と傾圧大気における準地衡流の方程式系を導く.
これらの方程式系は, 中緯度総観規模における大気の運動を良く表すものとして, 数値予報モデル
の結果の解釈に用いられている. また, 熱帯や惑星規模の運動を良く表す方程式系も紹介する.

第 5章では第 3章の話をさらに発展させ, 順圧大気と傾圧大気の安定性について議論する. 順圧大
気については, 具体的にいくつかの風速プロファイルを考え, 大気の不安定の条件を考察する. 傾
圧大気については, 簡単な線形シアの場合と, 2層モデルの場合の大気の不安定を議論する. これら
は実際に数値予報モデルを利用する際に基礎となる知識である.
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数値予報モデルのための気象力学 第 1章 はじめに 1

第1章 はじめに

数値予報 (Numerical Weather Prediction) とは, コンピュータを用い, 地上, 上空の大気の情報か
ら未来の大気の様子を数値的に予測する手法である. 現在, その予測精度の高さから, この数値予
報という手法が気象予報をおこなう上で最も重要になっている.

数値予報に限らず, 気象の予報はここ数十年で新しくできた技術ではなく, 古くから研究されてき
た分野である. それは, 気象が農業, 工業, 交通, 通信, 娯楽などを通して人間の生活に大きな影響を
及ぼしてきたからである. そのため, 気象予報は私達に数多くの恩恵をもたらしてきた. 身近な例
を挙げれば, 台風の進路予測がその一つだろう. その予測によって私達の生活の安全性は非常に向
上した. もちろん気象予測による恩恵はもっと多方面に及んでおり, 今では私達の生活に不可欠な
ものとなっている. 本論文の内容を紹介する前に, 数値予報が用いられるようになるまでの気象予
報の歴史を簡単に振り返ってみる.

気象予報の始まりは, 1643年の Torricelliによる気圧計の発明であったと言われている. 気圧と気
象とは密接な関係にあることから, この気圧計は天気を知るための便利な道具として重宝された.
しかし, このことがすぐに現在のような気象予報につながったわけではない. 現在気象予報に利用
されているような総観規模の気圧配置図が作成されたのは 1820年になってからのことであった.
また, この気圧配置図もしばらくは気象予報に使われることは無かった. なぜなら, 通信手段の問
題により, 気象予報に使うことが出来るような最新の気圧配置図を手に入れるのは困難だったから
である. この問題は 1845年の電報の発明により解決された. それにより最新の気圧配置図が入手
できるようになり, 効果的な気象予報が可能になって気象予報の分野は発展していった. しかし, 数
値予報が気象予報の主役になるのはまだしばらく経ってからのことであった.

1850～1920年は経験的主観的気象予報が主役であった. このころにはまだ地上の大気の情報しか
手に入らなかったからであった. 転機は 1904年に訪れた. Bjerknesによって, 数値予報の可能性
が示唆されたのである. しかし, Bjerknesはまた, 数値予報のための数値計算が途方もなく大変で
あることも述べている. それでも, 数値予報のための研究は始められた. 第一次世界大戦の戦中, 戦
後には Richardsonが手計算でナビエストークスの式を数値的に解こうと試みるなど, 懸命の努力
が続けられた. こういった研究の間に, 1930年代にはラジオゾンデの発明により上空の広範囲の
大気のデータが利用可能になり, 1940年代の後半にはそれまでの計算機の計算能力を遥かに凌ぐ
電子計算機が発明された. そしてついに 1950年には, プリンストン大学の Charney, Fjortoft, von
Neumannが当時最新のコンピュータを使い, 500mbでの数値予報に始めて成功した. 彼らの用い
たモデルは簡単なものだったが, その予測精度は当時の経験的手法を用いた予報の精度と匹敵する
ものだった. その後, 数値予報の技術はさらに改良され, 10年と経たない内に経験的予報の予測精
度を上回った. 現在では数値予報の予測精度は経験的予報を遥かに上回り, この手法は気象予報に

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



2 数値予報モデルのための気象力学 第 1章 はじめに

とって必要不可欠なものとなっている.

数値予報モデルとは, 実際に数値予報をおこなうプログラムのことを指す. この数値予報モデルの
開発は, 数値予報の発達に大きく貢献してきた. 今まで, Charneyらによって初めて数値予報が成
功してから, 多くの研究者によって様々な数値予報モデルが試されてきた. 現在の数値予報にして
も, その精度や効率は数値予報モデルによって大きく左右される. また, 一口に数値予報モデルと
言っても, 扱う現象の規模や種類によって様々な種類のモデルが存在する. 全球規模のモデルで言
えば, 代表的なものに大気大循環モデルAGCM (Atomospheric General Circulation Model)や海
洋大循環モデル OGCM (Oceanic General Circulation Model) がある. これらにしても, より優
れたモデルを生み出すべく, 日々研究が続けられている.

本論文ではこの数値予報モデル—特に AGCM—の理解や作成, 利用に必要な気象力学について紹
介する. 第 2章では運動方程式や連続の式といった基本的な方程式系を紹介する. 第 3章では大気
の波動について取り扱う. 第 4章ではスケール解析をおこない, 大気の様々な現象を個別に表現で
きるいくつかの方程式系を見ていく. 第 5章では順圧, 傾圧不安定を考える. なお, 各章の内容が具
体的に数値予報モデルとどう関わってくるのかは各章の始めに記すことにする. もちろん数値予報
モデルの理解や作成にはこれら気象力学の知識だけでなく, モデル作成のために必要な技術も学ぶ
必要があるが, その紹介はまたの機会にしたい.
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第2章 支配方程式系

2-1 第2章の概要

第 2章では, 気象力学の基礎となる非常に基本的な物理法則を紹介する. 2～6節では, 支配方程式
系と呼ばれる運動方程式, 連続の式, 状態方程式, 熱力学の式を説明する. これらにより構成される
方程式系は, これからの全ての議論の土台となる. 7節では, それまで直交直線座標系で扱っていた
方程式系を球面座標で取り扱ってみる. これは全球を扱うような大規模な数値モデルで必要になっ
てくる. 8節では, 球面である地球表面の全体または一部を平面地図で表すための手法を述べる. 9
節では, 鉛直方向の座標を圧力 pや規格化圧力 σ, もしくは温位 θとした場合の方程式系を考える.
これらの方程式系は数値予報をする上で非常に便利である. 実際に, 多くの大気大循環モデルでは
高さ z ではなく pや σを鉛直座標にしている. 10, 11節では, エネルギーの式を取り扱う. エネル
ギーの変換や保存を表す数値モデルは, 物理的なプロセスの表現や誤差の原因の追求などに用いら
れる. 12節では渦度方程式, 発散方程式を紹介する. これらの式は力学的解析や数値計算に便利な
場合が多い. 実際に, 数値モデルにおいて水平面ベクトルで表記した運動方程式の代わりに用いて
いる場合が多い.
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2-2 運動方程式

ニュートンの運動の第 2法則は慣性座標系では以下のように表すことができる.
daV a

dt
= M . (2-1)

ここでM [N/kg]は単位質量あたりの力の合計のベクトルを表す. 添字の aが付いているものは,
それが慣性座標系から見た速度と加速度の値であることを意味する. これらの量は地球上で観測さ
れるが, 地球は宇宙空間を移動しているため, 運動方程式は地球との相対関係で表される変数で表
現したい. 主な運動は地球の回転で説明する必要があるが, 公転など他の運動は無視して良い. 地
球が角速度Ω [1/s]で回転していると仮定すると, 粒子の絶対速度 V a [m/s]は回転により, 地球と
の相対速度 V [m/s]と角速度により表現できる.

V a = V + Ω× r. (2-2)

ここで rは地球の中心を原点とした時の粒子の位置ベクトル表す. 今, i, j, kを絶対座標系での直

交軸の単位ベクトルとし, i′, j′, k′ を回転座標系での単位ベクトルとする. ここで任意のベクトル
Aをこの 2つの座標系で表現すると以下のようになる.

A = Axi + Ayj + Azk = Ax
′i′ + Ay

′j′ + Az
′k′.

これを時間の導関数で表すと,

dA

dt
=

dAx

dt
i +

dAy

dt
j +

dAz

dt
k

=
dAx

′

dt
i′ +

dAy
′

dt
j′ +

dAz
′

dt
k′ + Ax

′ di′

dt
+ Ay

′ dj′

dt
+ Az

′ dk′

dt
,

となる1). 単位ベクトルの導関数は di′/dt = Ω× i′ などで与えられるので,

daA

dt
=

dA

dt
+ Ω×A. (2-3)

ここで da/dtは固定系での変化の割合を表し, d/dtは回転系での変化の割合を表す.

このように固定系での任意のベクトルの導関数の和は回転系での導関数の和とΩ×A の項で表現

することができる.

この定理より以下の式を導くことができる.
daVa

dt
=

dVa
dt

+ Ω× Va.

(2-2)をこの式に代入すると

daVa
dt

=
d(V + Ω× r)

dt
+ Ω× (V + Ω× r),

daVa
dt

=
dV

dt
+ 2Ω× V + Ω× (Ω× r). (2-4)

となる2).

1)i, j, k は時間に対して定常なので,
di
dt

= 0 などとなるのに対し, i′, j′, k′ は回転座標系の単位ベクトルなので時間に依

存し,
di0
dt

6= 0 などとなるので無視できない.

2) d

dt
(Ω× r) = Ω× V を用いた.
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数値予報モデルのための気象力学 2-2 運動方程式 5

大気運動での主な力は圧力, 重力 ga, そして摩擦力 F である. これらの力と絶対加速度の式 (2-4)
を (2-1)に代入すると以下の関係式が得られる.

dV

dt
= −α∇p− 2Ω× V + g + F . (2-5)

ここで α [m3/kg]は比容, gは重力の和, −Ω× (Ω× r) は遠心力であり,

g = ga −Ω× (Ω× r). (2-5a)

である3). (2-5)の右辺第 2項の −2Ω× V はコリオリ力と呼ばれる.

2-2-A 遠心力に関する補足

(2-5a)の右辺第 2項の遠心力 −Ω× (Ω× r) を地球の場合 (Ω =t (0, 0, Ω)) で考えてみると,

−Ω× (Ω× r) = −Ω(Ω · r) + r(Ω ·Ω)

= −Ω(rzΩ) + r(Ω2)

= −




0
0

rzΩ2


 +




rxΩ2

ryΩ2

rzΩ2




=




rxΩ2

ryΩ2

0




となる4) 5).

このことから, 第 3軸に対して回転している地球上では, 第 3軸に垂直な方向にのみ, 遠心力が働く
ことがわかる.

3)2-2-A にこの式に関する補足を載せてあるので参照のこと.
4)a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b) を用いた.
5)r = (rx, ry, rz) とした.
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6 数値予報モデルのための気象力学 2-3 連続の式

2-3 連続の式

2つめの基本的な法則は質量保存の法則である. これは次のような数式で表すことができる. 図 2-1に
おける微小体積 δx, δy, δzを考えてみよう. 単位時間にx面に流入する量は ρu δy δzである. ここで ρ

[kg/m3]は密度, u [m/s]は速度の x成分である. 反対の面から流出する量は [ρu+(∂ρu/∂x)δx]δy δz

である. よって, 単位体積あたりの流入量と流出量の違いは−∂(ρu)/∂x となる. これは単位体積あ
たりの xの局所質量変化, つまり, 密度の変化を表す. 3方向の全てを考慮すると, 以下のような結
果が得られる.

∂ρ

∂t
= −∇ · (ρV ) = −ρ∇ · V − V · ∇ρ. (2-6)

また, α = 1/ρを用いることによって, この微小体積における時間微分を含んだ別の形の式を得る
ことができる1).

−1
ρ

dρ

dt
=

1
α

dα

dt
= ∇ · V . (2-7)

図 2-1: 質量保存 (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic

Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

2-3-A (2-7)の導出

(2-6)から (2-7)を導出する.

まずは, ラグランジュ微分とオイラー微分の関係式を導く. 時間 dtにおけるある流体粒子の密度

dρは空間の固定点に関する量で表すと, 時間変化 (∂/∂t)と空間変化 (∇)とに分けることができる.

1)(2-6) の導出に関しては 2-3-A を参照のこと.
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数値予報モデルのための気象力学 2-3 連続の式 7

dr = (dx, dy, dz)離れた 2点の同じ時刻での密度の違いは以下のように表すことができる.

dx
∂ρ

∂x
+ dy

∂ρ

∂y
+ dz

∂ρ

∂z
= (dr · ∇)ρ. (2-3-A-1)

時間変化の要素も足し合わせ, 密度変化を以下のように表すことができる.

dρ = (
∂ρ

∂t
)dt + (dr · ∇)ρ. (2-3-A-2)

両辺を dtで割ると以下のようなラグランジュ微分とオイラー微分の関係式を得ることができる. 2)

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ (

dr

dt
· ∇)ρ

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ (v · ∇)ρ. (2-3-A-3)

(2-3-A-3)を (2-6)に代入すると

dρ

dt
− (V · ∇)ρ = −ρ∇ · V − (V · ∇)ρ,

−dρ

dt
= ρ∇ · V ,

−1
ρ

dρ

dt
= ∇ · V . (2-3-A-4)

α = 1/ρを使って (2-3-A-4)の左辺を変形すると,

−1
ρ

dρ

dt
= −α

dα−1

dt

= −α
dα−1

dα

dα

dt

= −α(−α−2)
dα

dt

=
1
α

dα

dt
. (2-3-A-5)

(2-3-A-5)を (2-3-A-4)に代入すると, (2-7)が導かれる.

余談だが, (2-7)は以下のようにも書ける.

1
α

dα

dt
= ∇·V .

ここで, α [m3/kg]は一定質量に対する体積であるため, 左辺は体積の膨張と収縮を意味し, それが
右辺の発散と同じ意味を持つことが想像できるだろう.

2)一般的には
d

dt
=

∂

∂t
+ (v · ∇).
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8 数値予報モデルのための気象力学 2-4 状態方程式

2-4 状態方程式

3つの熱力学変数 p [N/m2], α [m3/kg], そして T [K]が独立のものでないことは Boyleと Charles
によって早くから証明されていた. 全ての物質には以下のような状態方程式として知られる関係が
存在する.

f(p, α, T ) = 0.

実際の物質ではこの関係は非常に複雑なので, 単純に解析的な表現はできない. しかし, 変数の限
定範囲を満たす解析的な式は存在する. その一般的な式は, ある理想化された状態を仮定すること
で導かれる. 例えば, Boyleの法則と Charlesの法則に厳密に従う理想気体を定義した場合, 以下の
ような形の状態方程式が容易に成り立つ.

pα = RT. (2-8)

完全な理想気体は存在しないが, (2-8)は多くの場面で近似された実在気体に利用され, 多くの結果
を出している. 大気は実際には多数の気体の混合物なのだが, 大気を構成する個々の気体の気体定
数の平均から求められた気体定数 R [J·kg−1·K−1]を与えることで, (2-8)は成り立つ1).

2-4-A 気体定数Rについて

本文ではRに関しては『気体定数である』ということしか記述していないので, ここで少し気体定
数について触れる.

気体定数 Rはその大気の分子量に依存する量である. この気体定数 Rを一般気体定数 (universal
gas constant) R∗ 2) から求める. 一般気体定数を用いて状態方程式を書くと以下のようになる.

pV = nR∗T. (2-4-A-1)

ここで n [mol]はモル数, V [m3]は気体の体積である. 次に, M [kg]を大気の質量とすると, 比容
αは α = V/M となり, (2-4-A-1)は

pα =
nR∗T

M
.

となる. (2-8)と比較すると,

R =
n

M
R∗

という関係が成り立つことがわかるだろう. ここで分子量W = M/n [kg/mol]を代入すると

R =
R∗

W

となり, 大気の気体定数 Rは一般気体定数 R∗ の値と大気の分子量W によって決まることがわか

るだろう.
1)気体定数 R に関しては 2-4-A 参照.
2)R∗ = 8.3143 [J mol−1 K−1] である.
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数値予報モデルのための気象力学 2-5 熱力学第一法則 9

2-5 熱力学第一法則

熱力学第一法則はエネルギー保存則の一つである. エネルギー保存則とは,「ある系のエネルギーの
変化の量はその系の境界から出入りするエネルギーの量と等しい」ということを意味する. 一般的
に, この法則は位置エネルギー, 運動エネルギー, 熱エネルギー, 放射エネルギー, 磁気エネルギー,
電気エネルギー, 化学エネルギーなどといった全ての種類のエネルギーに関して成り立つ. しかし,
ここで気象熱力学を考える場合には非常に単純化した関係式を用いる. 後で紹介するが, ニュート
ンの運動方程式は力学エネルギーのバランスを表現している. したがって, 運動エネルギーと重力
場による位置エネルギーの和は圧力と摩擦力による仕事と等しい. このことからこれらの特定の項
は熱力学第一法則から除外する. あとは, 気体の圧力や摩擦力による仕事が残っているが, これは
気体の膨張や変形として扱う.

化学, 磁気, そして電気エネルギーが除外できるならば, 熱力学第一法則は以下の簡単な形であらわ
すことができる.

Q =
dI

dt
+ W.

ここで Q [J kg−1 s−1]は単位時間で単位体積に加えられた熱エネルギーをあらわし, W [J kg−1

s−1]は単位時間で単位体積に気体が膨張 (または収縮)することでその周囲に及ぼす仕事をあらわ
し, dI/dt [J kg−1 s−1]はある物体の単位体積分の内部エネルギーの時間変化をあらわす. 理想気
体を考えた場合, 単位体積あたりの内部エネルギーの時間変化は cvdT/dt [J kg−1 s−1] で与えられ
る1). ここで cv [J kg−1 K−1] は定積比熱である2). 一方, 非粘性気体の可逆膨張による単位質量,
単位時間での仕事は p dα/dt [J kg−1 s−1] で与えられる3). これらの表現を熱力学方程式に代入す
ると以下の式が得られる.

Q = cv
dT

dt
+ p

dα

dt
. (2-9a)

(2-8)式を使うと以下のような形でも書くことができる4).

Q = cp
dT

dt
− α

dp

dt
= cpT

d(ln θ)
dt

. (2-9b)

ここで

θ ≡ T (p0/p)κ, κ ≡ R/cp, cp − cv = R, p0 = 1000mb

である. cp [J kg−1 K−1]は定圧比熱であり, p0 [N/m2]は地上での気圧である5).

水の状態変化を考えた場合 (例えば蒸気から液体へ変化する場合) には式 (2-9b)は以下のような形
をとる6).

Q− L
dq

dt
− cll

dT

dt
= cp

dT

dt
− α

dp

dt
. (2-10)

1)dI/dt = cvdT/dt の導出に関しては 2-5-B 参照.
2)定積比熱とは「体積一定の場合に, 1kg の物質を 1K だけ上げるのに必要な (熱) エネルギー」のことである.
3)p [N/m2], α [m3/kg] より p dα/dt の単位は [N m3/m2 kg t] → [N m/kg t] → [J/kg t] となる.
4)2-5-A 参照.
5)θ [K] は温位 (potential temperature) と呼ばれる量だが, 本文では触れられていない. 温位は 1 章 9 節『より使いや

すい鉛直座標系』にて登場する.
6)この式の導出に関しては 2-5-C 参照.
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10 数値予報モデルのための気象力学 2-5 熱力学第一法則

ここで q [kg kg−1]は水蒸気に関する比湿7) である. l [kg kg−1]は単位質量の大気中の水 (液体)の
質量である. L [J/kg]は潜熱である. cl [J kg−1 K−1]は水 (液体)の比熱である. ここでは Qは潜

熱以外の熱エネルギーを表している.

2-5-A (2-9b)の導出

2-5-A-a (2-9b)の真中の式の導出

式 (2-9a)と式 (2-8)を用いて (2-9b)の真中の式を導出する.

(2-8)の両辺を tで微分する.

d(pα)
dt

=
d(RT )

dt
.

気体定数 R以外は時間変化するので,

p
dα

dt
+ α

dp

dt
= R

dT

dt

p
dα

dt
= −α

dp

dt
+ R

dT

dt
.

この式を (2-9a)に代入すると,

Q = cv
dT

dt
− α

dp

dt
+ R

dT

dt
.

となり, ここで定圧比熱 cp [J kg−1 K−1] (cp = cv + R)を導入すると (2-9b)の真中の式までが求
まる.

Q = cp
dT

dt
− α

dp

dt
.

2-5-A-b (2-9b)の右辺の導出

(2-9b)の右辺の導出をおこなう. ただし, 中辺 (さきほど求めた部分を便宜的にそう呼ぶ)からの右
辺の導出は難しかったため, ここでは右辺から中辺を求めるのみとする.

7)比湿とは水蒸気の密度 ρW [kg/m3] の湿潤空気の密度 ρ [kg/m3] に対する比 q [kg kg−1] のことである.

q ≡ ρW

ρ
.

なお, 似通ったものに混合比 r [kg kg−1]というものがあるが, これは水蒸気の密度 ρW の乾燥空気の密度 ρd [kg/m3] に
対する比である.

r ≡ ρW

ρd
.

ρ = ρW + ρd であるから, 比湿と混合比の間に以下のような関係が成り立つこともわかるだろう.

q ≡ ρW

ρ
=

r

1 + r
.

比湿と混合比は湿潤空気の圧縮・膨張や加熱・冷却には影響しないため, 純粋に水蒸気の凝結・蒸発にのみ影響される.
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(2-9b)の右辺である cpT
d(ln θ)

dt
を変形していく. なお, 本文中でも定義されていた

θ = T (p0/p)κ, κ = R/cp, cp − cv = R,

pα = RT

を利用する.

ln θ = ln T

(
p0

p

)κ

= ln T + κ ln
(

p0

p

)

= ln T + κ ln p0 − κ ln p,

d ln θ

dt
=

d ln T

dt
− dκ ln p

dt

=
dT

dt

d ln T

dT
− κ

dp

dt

d ln p

dp

=
1
T

dT

dt
− κ

1
p

dp

dt
,

cpT
d ln θ

dt
= cpT

{
1
T

dT

dt
− R

cp

1
p

dp

dt

}

= cp
dT

dt
− TR

p

dp

dt

= cp
dT

dt
− α

dp

dt
.

このように, (2-9b)の導出を行うことができた.

2-5-B dI/dt = cvdT/dtの導出

dI/dt = cvdT/dtの関係式を導出する. なお, 本文での内部エネルギーは I で表記されているが, 一
般的には U で表されることが多いので, ここでは内部エネルギーは U と表記する.

内部エネルギー U [J]は温度 T と体積 V に依存すると考えられるので全微分 dU は以下のように

記述できる.

dU =
(

∂U

∂T

)

V

dT +
(

∂U

∂V

)

T

dV. (2-5-B-1)

熱力学関係式より,

dU = TdS − pdV, (2-5-B-2)

定積比熱の定義より,

cv =
(

dQ

dT

)

V

=
(

∂U

∂T

)

V

(2-5-B-3)
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が成り立つ8). (2-5-B-2)を定温で体積微分すると,
(

∂U

∂V

)

T

= T

(
∂S

∂V

)

T

− p (2-5-B-4)

となる. 次に, 自由エネルギーの関係式 dF = −SdT − pdV から以下の関係式が成り立つ9).
(

∂S

∂V

)

T

=
(

∂p

∂T

)

V

. (2-5-B-5)

(2-5-B-4)に (2-5-B-5)を代入すると
(

∂U

∂V

)

T

= T

(
∂p

∂T

)

V

− p

= T

(
nR

V

)
− p

= 0 (2-5-B-6)

となる. 2行目は状態方程式を利用している. このことから U は V には依存せず, T にのみ依存し

ているしていることがわかる.

(2-5-B-1)に (2-5-B-3)と (2-5-B-6)を代入すると

dU = cvdT (2-5-B-7)

2-5-B-a 補足

自由エネルギーの関係式から (2-5-B-5)が導かれたが, 同様にしてその他のエネルギーの関係式から
似たような関係式を導くことができる. 以下はその対応である. 導出は自由エネルギーの時と同様.

dU = TdS − pdV →
(

∂T

∂V

)

S

= −
(

∂p

∂S

)

V

,

dH = TdS + V dp →
(

∂T

∂p

)

S

=
(

∂V

∂S

)

p

,

dG = −SdT + V dp →
(

∂S

∂p

)

T

= −
(

∂V

∂T

)

p

.

8)定積比熱の式の真中の項と右の項とが等しいのは, 熱力学第一法則 dQ = dU + pdV よりわかるだろう.
9)全微分 dF は以下のように表すことができる.

dF =

�
∂F

∂T

�
V

dT +

�
∂F

∂V

�
T

dV.

これと上記の関係式との対応より, �
∂F

∂T

�
V

= −S ,

�
∂F

∂V

�
T

= −p

∂2F

∂T∂V
= −

�
∂S

∂V

�
T

, ,
∂2F

∂V ∂T
= −

�
∂p

∂T

�
V

となるため, (2-5-B-5) が成り立つ.
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2-5-C 水の状態変化を考えた熱力学関係式

(2-10)を導出してみる. 単位質量の大気中 (微小の水 (液体)を含む)の乾燥空気の質量を md [kg
kg−1], 水蒸気の質量をmv [kg kg−1], 水 (液体)の質量をml [kg kg−1]とし, 乾燥空気の定圧比熱
を cd, 水蒸気の定圧比熱を cv, 水 (液体)の定圧比熱を cl とし, 潜熱の発生を考慮し, 以下のように
なる.

Q + L
dml

dt
= (clml + cvmv + cdmd)

dT

dt
− α

dp

dt
.

水が増加する質量と水蒸気が減少する質量は一致する, つまり dml/dt = −dmv/dtである. また,
1 = ml + mv + md かつmd À mv, md À ml であることから cvmv + cdmd ' cd と近似する. こ
れらから,

Q− L
dmv

dt
= (clml + cd)

dT

dt
− α

dp

dt

となる. 本文では, mv = q, ml = l, cd = cp となっているので,

Q− L
dq

dt
− cll

dT

dt
= cp

dT

dt
− α

dp

dt

となる.
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2-6 完全系の方程式

乾燥大気では, 式 (2-5) 1), (2-7), (2-8), (2-9)は 6つのスカラー方程式 (six scalar equations)と 6
つの未知数 (six unknowns), p, α, T , u, v, wの閉じた系 (complete system)を構成する. 摩擦力 F

と熱量Q(非断熱の系で考えている)は関数として知られているか, もしくは他の変数によって表現
されるものとして知られていると仮定する. それゆえ, 原則的には, 全ての未来の状態はこの系を
解くことで決定できる.

大気に湿気が含まれている場合は, 状態方程式と熱力学第一法則に修正を加える必要がある. その
うえ, 方程式の中に水分の保存に関する表現を追加する必要がある. 今のところは乾燥気体の場合
のみを考える 湿気の効果に関してはも考慮した場合については, Haltiner(1979)の第 9章などを参
照せよ.

大規模な大気の運動では, 大気は静水圧平衡であると仮定できる. そのため, 鉛直方向の加速度はコ
リオリ力の鉛直成分と一緒に無視することができる. 静水圧近似が利用可能な場合は, 式 (2-5)は
下の 2式と等しくなる2).

dV H

dt
= −α∇p− f × V H + F H , (2-11)

0 = −α
∂p

∂z
− g. (2-12)

ここで V H [m/s]は風速の水平成分である. ∇ [1/m]は 2次元での微分演算子である. F H [N/kg]
は (単位質量当たりの)摩擦力の水平成分である. f = fk, f = 2Ω sin ϕ [1/s]はコリオリパラメー
タ (coriolis parameter), f × V H [N/kg]はコリオリ力である. なお, コリオリパラメータとは地球
の渦度の鉛直成分である3) .

1)(2-5) は 3 成分の式なので, スカラー方程式 3 つ分.
2)(2-12) は静水圧平衡を表す式である. 直感的に分かりやすいのは以下の形であろう. 簡単な変形で以下の式は (2-12)

になる.

∆p = −gρ∆z.

3)正確には惑星渦度の鉛直成分である.
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2-7 座標系

運動方程式におけるベクトル表記は様々な項の物理的解釈を容易にし, かつ簡潔である. しかし, 実
際の問題 (特に数値気象予報など)に利用する場合には座標系での記述が必要となる. 地球表面に
おける大規模な大気の運動は準水平面的であるため, 球面座標が非常に有効となる. いくつかのベ
クトル演算子 (本論文の最後に掲載されている数学公式 (A-17)～(A-24) 1)) によって一般化された
表式は式 (2-5)を球面座標に変換するのに利用できる.

球面座標として考える時, x1 = λ, x2 = ϕ, x3 = r = z + aとする. ここでは λ, ϕ, r, a, そして zは

経度, 緯度, 地球の中心からの距離, 地球の平均半径, 平均海面からの高度である. 座標方向におけ
る曲線の線要素 dsとスケール因子2) (規格化因子)(metric coefficient) hj は以下のようになる3).

ds1 = r cos ϕdλ, ds2 = rdϕ, and ds3 = dr,

h1 = r cos ϕ, h2 = r, and h3 = 1,

u = ds1/dt = r cosϕdλ/dt,

v = ds2/dt = rdϕ/dt,

w = ds3/dt = dr/dt = dz/dt,

V = ui′ + vj′ + wk′. (2-13)

u, v, wはそれぞれ東向き, 北向き, 鉛直方向 (ここでは, 地球中心からの動経方向を意味する)への
曲線速度成分を表している. i′, j′, k′はそれらの方向への直交単位ベクトルである. ベクトル表記
された運動方程式 (2-5)は前述した h1, h2, h3といった変数と, 演算子 (A-17)～(A-22)を用いて球
座標で表現することができる. (直接 (A-23)式を用いる方法もある). 前者の方法 (hj と (A-17)～
(A-22)を使用する方法)を用いる場合, 導関数 dV /dtの計算の際には i′, j′, k′は緯度, 経度によっ
て変化するため区別しなければならない. これは u, v, wの場合と同様で, (A-22)において示され
ている. このわかりやすい方法はHaltinerとMartinによって発見された (1957年). 別のアプロー
チとして, 展開式も利用する ((A-8)参照) 4).

dV

dt
=

∂V

∂t
+

1
2
∇(V · V ) + (∇× V )× V . (2-13-1)

上記の式を (2-5)に代入する. その上で, 一般化されたベクトル演算子 (A-17)と (A-21)を用いて
計算を行う. いくつかの明らかとなっていない項から以下のような結果が得られている.

2Ω× V = 2Ω(j cos ϕ + k sin ϕ)× (ui + vj + wk)

= (2Ω cos ϕ w − fv)i + fuj − 2Ω cos ϕ uk,
1)これら数学公式に関しては 2-7-J を参照のこと.
2)スケール因子に関しては 2-7-A 参照
3)球面座標の簡単な概念図が 2-7-B にある.
4)ラグランジュ微分とオイラー微分の関係式より

dV
dt

=
∂V
∂t

+ (V · ∇)V

であり, 付録の数学公式 (A-8) より

(V · ∇)V = ∇(V 2/2) + (∇× V )× V
となることから上記の式を得ることができる.
なお, ここでは直交直線座標系を仮定している.
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16 数値予報モデルのための気象力学 2-7 座標系

∇× V =
1
r

[
∂w

∂ϕ
− ∂

∂r
(rv)

]
i +

1
r

[
∂

∂r
(ur)− 1

cos ϕ

∂w

∂λ

]
j

+
1

r cosϕ

[
∂v

∂λ
− ∂

∂ϕ
(u cos ϕ)

]
k,

(∇× V )× V +
1
2
∇(V · V ) =

[
V · ∇u− (uv tan ϕ− uw)/r

]
i

+
[
V · ∇v + (u2 tan ϕ− vw)/r

]
j

+
[
V · ∇w − (u2 + v2)/r

]
k.

これらの式は, 直交直線座標系で表記された式 (2-5)を球面座標系で表現するための式である. 1つ
目の式は単純に回転の計算から得られる5). 2つ目の式は前述したスケール因子 hj の値と, 付録の
数学公式 (A-20) 6) から得ることができる. 3つ目の式は, 2つ目の式と付録の数学公式 (A-17) か
ら得ることができる7). なお, 3つ目の式の右辺は直交直線座標における (V · ∇)V と等しい. つま
り, 直交直線座標系での dV /dtは球面座標では以下のように表現できる.

dV

dt
+

{
−uv tan ϕ− uw

r
i +

u2 tan ϕ + vw

r
j − u2 + v2

r
k

}
.

(式 (2-5)の)残った項を展開し, 各成分に分けると以下の式が導かれる8).

du

dt
= −1

ρ

∂p

∂x
+ (2Ω +

u

r cos ϕ
)(v sin ϕ− w cos ϕ) + Fλ,

dv

dt
= −1

ρ

∂p

∂y
− (2Ω +

u

r cosϕ
)u sin ϕ− vw

r
+ Fϕ, (2-14)

dw

dt
= −1

ρ

∂p

∂z
− g + (2Ω +

u

r cosϕ
)u cos ϕ +

v2

r
+ Fz.

ここでの x, y, zは曲面座標での東方向, 北方向, 鉛直方向を示す. 上記の方程式は地球の楕円率を
無視しているため正確ではない9) という指摘が Phillips(1966)によっておこなわれた. しかし, (楕
円であっても)角運動量は保存されるため, 以下の式がなりたつ. 10).

d

dt
[r cos ϕ (u + Ωr cos ϕ)] = r cos ϕ Fλ. (2-15)

5)地球の角速度は, 直交直線座標では Ω = Ωk であり, 球面座標では Ω = Ωcos ϕj′ + Ωsin ϕk′ と表せる. (既に本文
中では球面座標での単位ベクトルを i, j,k と記述していることに注意). 直交直線座標系での角速度表現を球面座標での表
現に変形する方法は 2-7-C を参照のこと.
なお, f は前節で登場したコリオリ・パラメータ (f = 2Ω sin ϕ) である.
6)

∇× F =
a1

h2h3

�
∂

∂x2
(h3F3)− ∂

∂x3
(h2F2)

�
+

a2

h3h1

�
∂

∂x3
(h1F1)− ∂

∂x1
(h3F3)

�
+

a3

h1h2

�
∂

∂x1
(h2F2)− ∂

∂x2
(h1F1)

�
7)この 3 つ目の式は直交直線座標の dV /dt を球面座標で考えた際にどのような形になるか知るために必要となる式で

ある.
dV /dt は (2-13-1) 式で表せる. その式の右辺の第 2, 3 項を球面座標を表現することで dV /dt を球面座標系表示でき

ることになる.
この式の導出にかんしては 2-7-E 参照のこと.
8)2-7-F 参照.
9)楕円の場合, 重力加速度 g が鉛直成分にのみ現れるのはおかしい.

10)角運動量保存則は (2-14) 式に r cos ϕ を掛けて計算することで導出できる. 詳しい計算は 2-7-I 参照.
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ここで Fλ は東向きの外力 (圧力勾配も含む)を表す.

大気は地球を包む比較的薄い層なので, (正確な)半径 rはわずかな誤差を無視して平均海面の地球

中心からの距離 aに置き換えることができる (つまり r ' a = const). 式 (2-13)における速度成
分でも同様に扱うことができる (dr/dt ' da/dt = 0). しかし, 角運動量保存則を満たすためには
(2-14)の (i成分の)右辺の wを含む項は除外しなければならない11). 結果的には式 (2-15)におい
て rを aで置き換えた近似式となる. それに加え, 式 (2-11)を考慮すると整合性により最後の方程
式 (式 (2-14)の k成分)の特定の項が除外される. 12). これらの結果, 近似された方程式は以下の
ようになる13) .

du

dt
= −1

ρ

∂p

∂x
+

(
f +

u tanϕ

a

)
v + Fλ, (2-16)

dv

dt
= −1

ρ

∂p

∂y
−

(
f +

u tan ϕ

a

)
u + Fϕ, (2-17)

dw

dt
= −1

ρ

∂p

∂z
− g + Fz. (2-18)

ここで地球の渦度の鉛直成分 (f = 2Ω sin ϕ)はコリオリ・パラメータと呼ばれる. 最後の方程式系
において成り立つと考えられている角運動量保存則はちょうど (2-15)式にて rを aに近似してい

る式と同じである.

鉛直方向の不安定が水平方向に比べ非常に小さい場合は鉛直加速度 dw/dtは無視できる. そして
摩擦を除くと (2-18)式は静水圧方程式 (hydrostatic equation) となる.

0 = −1
ρ

∂p

∂z
− g. (2-19)

熱力学方程式 (2-9b)は全微分を含んでおり, その全微分はあらゆる座標系 (A-21)にすぐに変形で
きるため, (2-9b)は今のところそのまま利用できる.

2-7-A スケール因子 (規格化因子)

スケール因子 (規格化因子)hj とはある一般座標 (ξ1, ξ2, ξ3)における座標曲線方向 ξj の接ベクトル

の大きさ (長さ)である. 一般的な式は以下のように書ける.

hj =
∣∣∣∣
∂x1

∂ξj
e1 +

∂x2

∂ξj
e2 +

∂x3

∂ξj
e3

∣∣∣∣.

11)2-7-G 参照
12)「整合性」の意味は 2-7-H 参照
13)いろいろと余計な項を消すために操作しているが, Phillips(1966) によれば, スケール因子を h1 = a cos ϕ, hs = a,

h3 = 1 と置き直して (2-14) を導出しようとすると, (2-15) 式がスマートに導出できる.
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18 数値予報モデルのための気象力学 2-7 座標系

例えば, 今回の曲線座標系 (λ, ϕ, z)の場合の λ方向のスケール因子 h1 は以下のようして求めるこ

とができる.

h1 =
∣∣∣∣
∂x1

∂λ
e1 +

∂x2

∂λ
e2 +

∂x3

∂λ
e3

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

∂

∂λ
(r cosϕ cosλ)e1 +

∂

∂λ
(r cos ϕ sin λ)e2 +

∂

∂λ
(r sin ϕ)e3

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣− r cosϕ sin λe1 + r cos ϕ cos λe2

∣∣∣∣

=
√

r2 cos2 ϕ sin2 λ + r2 cos2 ϕ cos2 λ

= r cos ϕ.

古くから慣れ親しんできた直交直線座標系 (x, y, z)の場合は以下の式などから h1 = h2 = h3 = 1
となることが分かる.

h1 =
∣∣∣∣
∂x

∂x
e1 +

∂y

∂x
e2 +

∂z

∂x
e3

∣∣∣∣ = 1.

このスケール因子は ξj 方向の接ベクトル (∂x1/∂ξje1 + ∂x2/∂ξje2 + ∂x3/∂ξje3) を ξj 方向の単位

ベクトルにするのに使われる. ξj 方向の単位ベクトルを e′j とすると以下のようになる.

e′j =
1
hj

(∂x1/∂ξje1 + ∂x2/∂ξje2 + ∂x3/∂ξje3).

2-7-B 球面座標概念図

以下の図 2-7-B-1は球面座標の概念図である.

y

x

z

dφ

dλ

ds1

ds3 (= r)

ds2

h2 = r

h1 = r cosφ

図 2-7-B-1: 球面座標概念図
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2-7-C 直交曲線座標下での地球の角速度

地球の角速度を Ωとした場合, 直交直線座標系での地球の角運動はΩ = Ωk と表すことができる.
この地球の角速度を球座標で表現するとΩ = Ω cos ϕj′ + Ω sinϕk′となる. ここでは直交直線座標
での単位ベクトルを球面座標での単位ベクトルに変形し, 球面座標での地球の角速度が上記のよう
に表せる理由を述べる.

直交直線座標系での鉛直方向ベクトル kを考える. 一般座標系の単位ベクトルは

ej =
1
hj

∂x

∂ξj

=
(

1
hj

∂x1

∂ξj
e′1 +

1
hj

∂x2

∂ξj
e′2 +

1
hj

∂x3

∂ξj
e′3

)

なので, k の場合で考えると, x1 = λ = arctan(y/x), x2 = ϕ = arctan(z/
√

x2 + y2), x3 = r =√
x2 + y2 + z2 であることから,

k =
1
hj

{
∂

∂z

(
arctan(y/x)

)
i′ +

∂

∂z

(
arctan(z/

√
x2 + y2)

)
j′ +

∂

∂z

(√
x2 + y2 + z2

)
k′

}

=
1
hj

{
∂

∂z

(
arctan(z/

√
x2 + y2)

)
j′ +

∂

∂z

(√
x2 + y2 + z2

)
k′

}

=
1
hj

{
1√

x2 + y2

1
1 + z2

x2+y2

j′ +
z

r
k′

}

=
1
hj

{
1√

x2 + y2

x2 + y2

x2 + y2 + z2
j′ +

z

r
k′

}

となる14). ここで, x = r cos ϕ cos λ, y = r cosϕ sin λ, z = r sin ϕ なので,

k =
1

r cos ϕ

r2 cos2 ϕ

r2
j′ + cosϕk′

k =
1
r

sinϕj′ + cos ϕk′

14)

∂

∂x
arctan(ax) =

a

1 + (ax)2
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2-7-E 球面座標系での∇× (∇× V ) + 1/2∇(V · V )の導出

球面座標系での∇× (∇× V ) + 1/2∇(V · V ) を求める.

(∇× V )× V =




i j k
1
r

[
∂w
∂ϕ − ∂

∂r (rv)
]

1
r

[
∂
∂r (ur)− 1

cos ϕ
∂w
∂λ

]
1

r cos ϕ

[
∂v
∂λ − ∂

∂ϕ (u cosϕ)
]

u v w




=
{

w

r

[
∂

∂r
(ur)− 1

cosϕ

∂w

∂λ

]
− v

r cosϕ

[
∂v

∂λ
− ∂

∂ϕ
(u cosϕ)

]}
i

+
{

u

r cos ϕ

[
∂v

∂λ
− ∂

∂ϕ
(u cosϕ)

]
− w

r

[
∂w

∂ϕ
− ∂

∂r
(rv)

]}
j

+
{

v

r

[
∂w

∂ϕ
− ∂

∂r
(rv)

]
− u

r

[
∂

∂r
(ur)− 1

cosϕ

∂w

∂λ

]}
k

=
{

v

r

∂u

∂ϕ
+ w

∂u

∂r
− v

r cosϕ

∂v

∂λ
− w

r cosϕ

∂w

∂λ
− (uv tanϕ− uw)/r

}
i

+
{

u

r cos ϕ

∂v

∂λ
+ w

∂v

∂r
− u

r

∂u

∂ϕ
− w

r

∂w

∂ϕ
+ (u2 tan ϕ + vw)/r

}
j

+
{

u

r cos ϕ

∂w

∂λ
+

v

r

∂w

∂ϕ
− u

∂u

∂r
− v

∂v

∂r
− (u2 + v2)/r

}
k (2-7-E-1)

となる. 一方,

1
2
∇(V · V ) =

1
2

(
1

r cos ϕ

∂

∂λ
i +

1
r

∂

∂ϕ
j +

∂

∂r
k

) (
u2 + v2 + w2

)

=
(

u

r cos ϕ

∂u

∂λ
+

v

r cos ϕ

∂v

∂λ
+

w

r cosϕ

∂w

∂λ

)
i

+
(

u

r

∂u

∂ϕ
+

v

r

∂v

∂ϕ
+

w

r

∂w

∂ϕ

)
j +

(
u

∂u

∂r
+ v

∂v

∂r
+ w

∂w

∂r

)
k

(2-7-E-2)

となるため,

(∇× V )× V +
1
2
∇(V · V )

=
{

u

r cos ϕ

∂u

∂λ
+

v

r

∂u

∂ϕ
+ w

∂u

∂r
− (uv tanϕ− uw)/r

}
i

+
{

u

r cosϕ

∂v

∂λ
+

v

r

∂v

∂ϕ
+ w

∂v

∂r
+ (u2 tanϕ + vw)/r

}
j

+
{

u

r cosϕ

∂w

∂λ
+

v

r

∂w

∂ϕ
+ w

∂w

∂r
− (u2 + v2)/r

}
k

= {V · ∇u− (uv tan ϕ− uw)/r} i

+
{
V · ∇v + (u2 tan ϕ + vw)/r

}
j

+
{
V · ∇w − (u2 + v2)/r

}
k. (2-7-E-3)

ここでは以下の式を使用した.

V · ∇A =
u

r cosϕ

∂A

∂λ
+

v

r

∂A

∂ϕ
+ w

∂A

∂r
.
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2-7-F (2-14)式の導出

(2-14)式は式 (2-5)式の球面座標系表示である. この (2-14)式は式 (2-5)

dV

dt
= −α∇p− 2Ω× V + g + F

に以下の方程式群を代入し, 変形することで得ることができる.
(

dV

dt

)

(直交直線座標系表現)

=
dV

dt
+

{
−uv tanϕ− uw

r
i +

u2 tanϕ + vw

r
j − u2 + v2

r
k,

}

2Ω× V = (2Ω cos ϕ w − 2Ω sin ϕ v)i + 2Ω sinϕ uj − 2Ω cos ϕ uk,

∇p =
∂p

∂x
i +

∂p

∂y
j +

∂p

∂z
k,

g = gk,

F = Fλi + Fϕj + Fzk.

2-7-G wを含む項を除外する理由

角運動量保存の式 (2-15)式を展開すると式 (2-14)の i成分になる. この段階で r ' a近似を使う

と, 以下の式となる. (この式では Fλ は圧力項を含む)

du

dt
=

(
2Ω +

u

a cos ϕ

)
(v sinϕ− w cos ϕ) + Fλ (2-7-G-1)

ではこの式は r ' a近似時における角運動量保存則を満たすのだろうか. 近似時の角運動量保存則
を求める. なお, 本文の近似より dr/dt ' da/dt = 0 を用いる.

d

dt
[a cos ϕ(u + Ωa cos ϕ)] = a cosϕFλ,

du

dt
=

(
2Ω +

u

a cosϕ

)
v sin ϕ + Fλ. (2-7-G-2)

角運動量は保存されなければならない量なので, 式 (2-7-G-2)は式 (2-7-G-1)よりも優先される. こ
のため, 式 (2-7-G-1)において wを含む項は除外されなければならないのである.

2-7-H 「整合性」の意味

本文に出てきた「整合性」という言葉はエネルギー保存則を満たすという性質を意味する. 外力を
F = (Fλ, Fϕ, Fz)とし, 単位質量で考えた場合, エネルギー保存則は

d

dt

(
1
2
V 2

)
= V · F (2-7-H-1)
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となる. 式 (2-14)の i成分に u, をかけてみると (圧力や重力はそれぞれ, Fλ, Fϕ, Fzに含めている),

u
du

dt
= u(2Ω +

u

r cosϕ
)(v sin ϕ− w cosϕ) + uFλ,

d

dt

(
1
2
u2

)
= 2Ωuv sin ϕ− 2Ωuw cos ϕ +

u2v

r
tan ϕ− u2w

r
+ uFλ. (2-7-H-2)

同様にして, j 成分に v, k成分に wをかけて計算すると,

d

dt

(
1
2
v2

)
= −2Ωuv sin ϕ− u2v

r
tan ϕ− v2w

r
+ vFϕ, (2-7-H-3)

d

dt

(
1
2
w2

)
= 2Ωuw sinϕ +

u2w

r
+

v2w

r
+ vFϕ. (2-7-H-4)

これらの 3成分の式を足し合わせると (2-7-H-1)式になることが分かる.

ここで, Ω× V の項は, それぞれの成分の項が打ち消し合ってゼロになっていることに注目して欲
しい. (2-7-H-2)の右辺第 1項と (2-7-H-3)の右辺第 1項, (2-7-H-2)の右辺第 2項と (2-7-H-4)の右
辺第 1項, (2-7-H-2)の右辺第 3項と (2-7-H-3)の右辺第 2項, (2-7-H-2)の右辺第 4項と (2-7-H-4)
の右辺第 2項, (2-7-H-3)の右辺第 3項と (2-7-H-4)の右辺第 3項が対応していることが分かるだろ
う. エネルギー保存則が満たされるためには, ある項が除外された場合にはそれに対応する項も除
外しなければならない. これが「整合性による項の除外」である.

具体的には, 角運動量保存の法則で式 (2-14)の i成分の式の uw/rの項が除外されたために k成分

の式の u2/rと 2Ωu cosϕを除外する必要がある.

また, 式 (2-11)より「水平成分の速度変化は水平成分の外力及び速度から求まる」はずなので, 式
(2-14)の j 成分の式の vw/rの項は除外され, それに対応する k成分の式の v2/rも除外される.

これらによって式 (2-16)～(2-18)式が得られる.

2-7-I 角運動量保存則の導出

(2-14)に r cosϕをかけて計算することで角運動量保存則である (2-15)を求めることができる. 以
下はその計算である. なお, 圧力勾配の項は外力 Fλ に含まれているとする.

r cosϕ
du

dt
= (2Ωr cosϕ + u)(v sin ϕ− w cosϕ) + r cos ϕFλ

d

dt
(ru cosϕ)− u cos ϕ

dr

dt
+ ru sin ϕ

dϕ

dt
= 2Ωr cos ϕ(v sin ϕ− w cosϕ) + uv sin ϕ− uw cosϕ + r cos ϕFλ.
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v = rdϕ/dt, w = dr/dtであることから,

d

dt
(ru cos ϕ) = 2Ωr cos ϕ(v sin ϕ− w cosϕ) + r cosϕFλ

= 2Ωr cos ϕ

(
r sinϕ

dϕ

dt
− cos ϕ

dr

dt

)
+ r cosϕFλ

= 2Ωr cos ϕ

{
− d

dt
(r cos ϕ)

}
+ r cos ϕFλ

= −Ω
d

dt
(r2 cos2 ϕ) + r cosϕFλ

となる. よって角運動量保存則

d

dt
[r cos ϕ(u + Ωr cosϕ)] = r cosϕFλ

が導かれる.

2-7-J 一般座標

一般座標の勾配, 発散, 回転に関しては松井 他 (1996)付録を参照のこと.
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2-8 地図投影法

球面である地球表面の全体, または一部を平面地図で表すことは気象現象の解析, 予報, 描画におい
て有用である. 地図の作成にあたっては平面地図に書き出されるものはできるだけ球面に近いもの
でなければならないが, 平面にする以上, ある程度球面の特徴は失われてしまう. 交差する曲線の
角度を維持するは重要なことで, 例えば円状の緯線と子午線は直角に交差するのもそうである. こ
ういった重要な特性を持つ地図投影法は正角投影法 (conformal)と呼ばれる. 球面における距離が
平面地図に投影されても維持されているような投影法は等角投影法 (isometric) と呼ばれる. この
地図は気象学者の間で使われている分にはあまり生かされていない. その一方で, 距離の歪みはか
なり良いレベルまで押えられている.

一般的に使われている地図には 3種類ある. 1つは極射影図法 (polar stereographic)と呼ばれ, 半球
の地図を作成するのに向いている. 2つめはメルカトル式円筒図法 (Mercator cylindrical projection)
といい,特に赤道帯の地図の作成に便利な図法である. 3つめはランベルト円錐図法 (Lambert conical
projection) である. これらの全ては図の 1-2に示されている. 極射影図法とメルカトル図法はラン
ベルト円錐図法の特殊なものの一つである. 球面を平面に投影した地図を使用するにあたっては,
平面用に新たな座標系を用意し, さらに運動方程式もこの座標系用に変形することが望まれる.

以降では良く利用される投影法における基礎方程式系を扱う. なお, 地図学の詳しい解説は 野村 正
七 著「地図投影法」などを参考にされたい (ただし, この本は絶版).

2-8-1 極射影図法

この図法は数値気象予報において広く使われている. 球面から平面への投影は以下の変形によって
行われる.

r = 2a tan(φ/2) and θ = λ. (2-21)

一つ目の公式は図 2-2からすぐに得られる. 記号 aは地球半径の平均値を表し, rは地図上の緯線

の円の半径である. φは余緯度 (colatitude)と呼ばれ, 本来の緯度 ϕとは φ = π/2− ϕという関係

にある. 式 (2-21)は以下のように書くことができる1).

r = a m(ϕ) cos ϕ θ = λ m(ϕ) = 2/(1 + sin ϕ). (2-22)

ここでのm(ϕ)はマップファクター (map factor) と呼ばれる量で投影図の縮尺である2).

1)三角関数の関係式

tan2 α =
1− cos 2α

1 + cos 2α

より,

tan(φ/2) =

s
1− cos φ

1 + cos φ
=

s
sin2 φ

(1 + cos φ)2
=

sin φ

1 + cos φ
=

cos ϕ

1 + sin ϕ
.

なお, φ = π/2− ϕ より, sin ϕ = cos φ, cos ϕ = sin φ である.
2)m(ϕ) の意味については 2-8-A 参照.
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図 2-1: (a) メルカトル円筒図法は緯度が 20◦ では正しい, (b) ランベルト円錐図法は緯度 30◦ と 60◦ で正し

い, (c) 極射影図法は 90◦ で正しい. (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction

and Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

この極射影図に x = r cos θ, y = r sin θとしてデカルト座標を導入する. x, yは ϕ, λを用いて以

下のように記述することができる.

x =
2a cos ϕ cos λ

1 + sin ϕ
, y =

2a cosϕ sin λ

1 + sin ϕ
, z = z. (2-23)

これらの式を微分することで極射影図上での距離 (dx, dy)と球面上での距離 (dxs, dys)との関係式
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を導くことができる. 関係式は以下のような行列形式になる. 3)

(
dx

dy

)
=

2
1 + sin ϕ

(
− sin λ − cosλ

cos λ − sin λ

)(
dxs

dys

)
. (2-24)

係数 2/(1 + sin ϕ)は球面から極射影図に投影された際の拡大率m(ϕ)を表す. また, 行列は球面座
標系の回転を表す. そのため, 極射影図法でのスケール因子 hx, hy は

hx = hy = 1/m(ϕ) = (1 + sin ϕ)/2 (2-25)

となる. 式 (2-24)から明らかなことだが, 極射影図座標系での風速 (U, V )は地球上での東向きと
北向きの速度 (us, vs)と関係している. その関係式は式 (2-24)と同様に以下のように表すことが
できる.

(
U

V

)
=

(
− sin λ − cos λ

cos λ − sinλ

)(
us

vs

)
, (2-26)

U = hxẋ and V = hy ẏ. (2-27)

極射影図座標系での運動方程式を得るには前述の関係式を式 (2-14)に代入すると良い. その結果は
以下のようになる4).

dU

dt
− V

(
f − xV − yU

2a2

)
− W

a
[(1 + sin ϕ)Ωy − U ] = −mα

∂p

∂x
, (2-28)

dV

dt
+ U

(
f − xV − yU

2a2

)
+

W

a
[(1 + sin ϕ)Ωx + V ] = −mα

∂p

∂y
, (2-29)

dW

dt
− 1

a

[
U2 + V 2 + Ω(1 + sinϕ)(xV − yU)

]
= −α

∂p

∂z
− g. (2-30)

ここでは f = 2Ω sin ϕであり, F は除外してある. ただし,

dU

dt
=

∂U

∂t
+ m

(
U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y

)
+ W

∂U

∂z
(2-31)

となる5).

静水圧近似が仮定できる場合は式 (2-11)で表されるように速度 U, V の時間変化は速度W に依存

していないため, 式 (2-28), (2-29)の右辺のW を含む項は除外されなければならない. また, 運動
エネルギー保存則で考えると (2-28)～(2-30)の左辺は以下のような形となる.

d

dt

(
U2 + V 2 + W 2

)
= · · · .

エネルギー保存則を考えた場合, (2-28), (2-29)のW を含む項が除外される場合は (2-30)の
−(1/a)

[
U2 + V 2 + Ω(1 + sin ϕ)(xV − yU)

]
の項も除外される必要がある6). このように式 (2-28)

3)導出は 2-8-B 参照
4)導出の方法は 2-8-C 参照.
5)本論文の最後に掲載している数学公式 (A-21) 参照
6)ここらへんの具体的な手順は 2-7 節 座標系の 2-7-H 「整合性」の意味を参照のこと
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～(2-30)のいくつかの項を落とすと, (2-16)～(2-18)と似たような以下の形になる.

dU

dt
− V

(
f − xV − yU

2a2

)
= −mα

∂p

∂x
, (2-32)

dV

dt
+ U

(
f − xV − yU

2a2

)
= −mα

∂p

∂y
, (2-33)

0 = −1
ρ

∂p

∂z
− g. (2-34)

なお, 連続の式には少し変更が加わり, 以下のようになる7).

∂ρ

∂t
+ m2

[
∂(ρU/m)

∂x
+

∂(ρV/m)
∂y

]
+

∂(ρW )
∂z

= 0. (2-35)

2-8-2 メルカトル図法

メルカトル図法は以下の式で定義される.

x = (a cos ϕ0)λ, y = a cosϕ0 ln [(1 + sin ϕ)/ cosϕ] .

ここで, ϕ0は投影図が”正確な”緯度である8). マップファクターm(ϕ)はm(ϕ) = cos ϕ0/ cosϕ =
1/hx = 1/hy となる. そして, 水平面での運動方程式は以下のようになる9).

∂U

∂t
+ m

(
U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y

)
+ w

∂U

∂z
−

(
f +

U tanϕ

a

)
V = −m

ρ

∂p

∂x
, (2-36)

∂V

∂t
+ m

(
U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y

)
+ w

∂V

∂z
+

(
f +

U tan ϕ

a

)
U = −m

ρ

∂p

∂x
. (2-37)

U = hx dx/dt, V = hy dy/dtである.

2-8-3 ランベルト正角投影図法

ランベルト正角投影図は以下の式で定義される.

r = r0

[
tan

(π

4
− ϕ

2

)]K

, θ = K(λ− λ0). (2-38)

2つの定数 r0 とK は緯度 ϕ1 および ϕ2 にて投影図が”正確”になるように設定される. この設定
を行うと, (2-38)は以下のように書くことができる.

r = (a/K) m(ϕ) cos ϕ, θ = K(λ− λ0). (2-39)

ここでは

m(ϕ) =
(

cosϕ

cos ϕ1

)
(K − 1)

(
1 + sin ϕ1

1 + sin ϕ

)
K,

K = ln
(

cos ϕ1

cos ϕ2

)/
ln

{
tan [(π/4)− (ϕ1/2)]
tan [(π/4)− (ϕ2/2)]

}
. (2-40)

運動方程式は (2-32)～(2-34)の形と一致する.
7)付録の数学公式 (A-18) 参照.
8)ここでいう「正確な緯度」とは, 球面に対し投影図のスケールが等しい緯度のことを示す.
捕捉すると, この緯度よりも小さい緯度では投影図は縮小され, 大きい緯度では拡大される.
9)この式の導出に関しては 2-8-D 参照.
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2-8-4 追記

予報のための方程式系の全世界的な統合は気象学の研究のために約 10年前から行われていた. そ
して世界的な気象予報はそのような限られた特別な環境下で狭い範囲から広範囲にわたって行われ

ていた. しかし, 最近はコンピュータのパワーが強力になり, 普通の環境下でも 100km から 200km
メッシュでの世界的な気象予報が様々な形で行われるようになった. 全球モデルの一つの利点は水
平面での境界条件を気にしなくて良い点である. それに対し, 限られた領域内では水平面の境界条
件を考慮する必要がある. これからの全球モデルは狭いスケールやメソスケールの現象を説明する
ために限定領域でのモデルの良いところを吸収していくだろう.

2-8-A 投影図の縮尺m(ϕ)について

m(ϕ) = 2/(1 + sin ϕ)は投影図 (この場合は極射影図) での実際の球面に対する拡大率を表す. ϕ

を変数に持つ値なため, 緯度に依存することがわかる. ϕ を横軸にとり, m(ϕ) を縦軸にとって
0 ≤ ϕ ≤ π/2の範囲で簡単なグラフを書くと以下の図 2-8-A-1のようになる. つまり, 極射影図の
中心 (ϕ = π/2)では縮尺は 1なので極射影図での距離と球面上での距離とはと全く一致する. 逆に
極射影図の端 (ϕ = 0)では縮尺は 2となり, 極射影図上での距離は球面上での実際の距離の 2倍と
なっている. これは, 極射影図上では地球の円周が 2π × 2a = 4πa となっており, 実際の円周 2πa

の 2倍となっていることからも理解できる.

2

1

m(ϕ)

ϕπ/20

図 2-8-A-1: マップファクター m(ϕ)

2-8-B 球面での距離と極射影図上での距離の関係式

式 (2-23)を微分して式 (2-24)を導出する.

dx =
∂x

∂λ
dλ +

∂x

∂ϕ
dϕ, (2-8-B-1)

dy =
∂y

∂λ
dλ +

∂y

∂ϕ
dϕ. (2-8-B-2)
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ここで, 先に ϕ成分の微分を行っておく.

∂

∂ϕ

(
cosϕ

1 + sin ϕ

)
=

∂

∂ϕ

{
cosϕ (1 + sin ϕ)−1

}

= − sin ϕ (1 + sin ϕ)−1 − cos2 ϕ (1 + sin)−2

= − sin ϕ + sin2 ϕ + cos2 ϕ

(1 + sin ϕ)2

= − 1 + sin ϕ

(1 + sin ϕ)2

= − 1
1 + sin ϕ

. (2-8-B-3)

(2-8-B-1)を解く. ϕの微分には (2-8-B-3)を用いる.

dx =
∂

∂λ

(
2a cos ϕ cosλ

1 + sin ϕ

)
dλ +

∂

∂ϕ

(
2a cos ϕ cos λ

1 + sin ϕ

)
dϕ

= −2a cos ϕ sin λ

1 + sin ϕ
dλ− 2a cos λ

1 + sin ϕ
dϕ

=
2

1 + sin ϕ
(−a cosϕ sinλdλ− a cosλdϕ) . (2-8-B-4)

(2-8-B-2)も同様に計算する.

dy =
∂

∂λ

(
2a cosϕ sinλ

1 + sin ϕ

)
dλ +

∂

∂ϕ

(
2a cos ϕ sin λ

1 + sin ϕ

)
dϕ

=
2

1 + sin ϕ
(a cosϕ cos λdλ− a sin λdϕ) . (2-8-B-5)

ここで, 球面上での距離 (dxs, dys)は以下のように表せる. (式 (2-13)参照).

dxs = a cosϕ dλ,

dys = a dϕ.

これらの関係式を (2-8-B-4), (2-8-B-5)に代入して行列形式に変形すると, 式 (2-24)が導出できる.

2-8-C 極射影図座標系での運動方程式の導出

極射影図座標系での運動方程式 (2-28)～(2-30)は, 球面座標での運動方程式 (2-14) 10) に, 球面で
の速度 (us, vs)と極射影図上での速度 (U, V )との関係式 (2-26) 11) を代入することで導出できる.
10)

dus

dt
= −1

ρ

∂p

∂xs
+ (2Ω +

us

r cos ϕ
)(vs sin ϕ− ws cos ϕ) + Fλ,

dvs

dt
= −1

ρ

∂p

∂ys
− (2Ω +

us

r cos ϕ
)us sin ϕ− vsws

r
+ Fϕ,

dws

dt
= −1

ρ

∂p

∂zs
− g + (2Ω +

us

r cos ϕ
)us cos ϕ +

v2
s

r
+ Fz .

11) �
U
V

�
=

� − sin λ − cos λ
cos λ − sin λ

��
us

vs

�
.
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式 (2-14)に代入するために式 (2-26)を以下のように変形しておく.

us = −U sin λ + V cos λ, vs = −U cos λ− V sinλ, ws = W. (2-8-C-1)

三つ目の関係式は式 (2-23)より導かれる.

2-8-C-a (2-28)の導出

式 (2-14)の i成分と j成分の式に (2-8-C-1)を代入して足し合わせることで, 式 (2-28)を導出する.
なお, 本文にもあるとおり r = aとし, 外力 F は除外する.

まず, iに代入すると,

d

dt
(−U sin λ + V cos λ)

= −1
ρ

∂p

∂xs
+

(
2Ω +

−U sin λ + V cosλ

a cos ϕ

)
(−U cos λ− V sin λ) sin ϕ

−
(

2Ω +
−U sin λ + V cos λ

a cosϕ

)
W cos ϕ,

− sin λ
dU

dt
− U cos λ

dλ

dt
+ cos λ

dV

dt
− V sin λ

dλ

dt

= −1
ρ

∂p

∂xs
+

(
2Ω +

−U sin λ + V cosλ

a cos ϕ

)
(−U cos λ− V sin λ) sin ϕ

−2ΩW cos ϕ−
(−U sin λ + V cos λ

a

)
W. (2-8-C-2)

次に, j に代入すると,

d

dt
(−U cos λ− V sin λ)

= −1
ρ

∂p

∂ys
−

(
2Ω +

−U sinλ + V cos λ

a cosϕ

)
(−U sin λ + V cos λ) sin ϕ

−
(−U cosλ− V sin λ

a

)
W,

− cos λ
dU

dt
+ U sinλ

dλ

dt
− sin λ

dV

dt
− V cos λ

dλ

dt

= −1
ρ

∂p

∂ys
+

(
2Ω +

−U sinλ + V cos λ

a cosϕ

)
(U sin λ− V cosλ) sin ϕ

−
(−U cosλ− V sin λ

a

)
W. (2-8-C-3)

(2-8-C-2) × sinλ + (2-8-C-3) × cosλ とすると,

−dU

dt
− V

dλ

dt
= −1

ρ

(
sin λ

∂

∂xs
+ cos λ

∂

∂ys

)
p

+
(

2Ω +
−U sin λ + V cosλ

a cos ϕ

)
(−V ) sin ϕ

− 2ΩW sin λ cosϕ− −UW

a
(2-8-C-4)
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となる. 式 (2-13)より

dλ

dt
=

us

a cosϕ
=
−U sin λ + V cosλ

a cos ϕ

となるので, これを (2-8-C-4)に代入すると,

−dU

dt
= −1

ρ

(
sinλ

∂

∂xs
+ cos λ

∂

∂ys

)
p

− 2ΩV sin ϕ + V

(−U sin λ + V cos λ

a cosϕ

)
(1− sin ϕ)

+ 2ΩW sin λ cos ϕ− −UW

a
. (2-8-C-5)

式が繁雑になるので, (2-8-C-5)を各項に分けて計算する. まず, (2-8-C-5)の右辺第 1項について考
える.

式 (2-24)より, 以下の関係式が成り立つ (m = 1/(1 + sin ϕ)である).

dx = −m sin λ dxs −m cosλ dys,

dy = m cos λ dxs −m sin λ dys,

dz = dzs.

変形すると,

dxs =
1
m

(− sin λ dx + cosλ dy) ,

dys =
1
m

(− cos λ dx− sin λ dy) ,

dzs = dz

これらの式より, 以下の関係式が成り立つ.

∂xs

∂x
= − sin λ

m
,

∂xs

∂y
=

cosλ

m
,

∂xs

∂z
= 0,

∂ys

∂x
= −cos λ

m
,

∂ys

∂y
= − sin λ

m
,

∂ys

∂z
= 0, (2-8-C-6)

∂zs

∂x
= 0,

∂zs

∂y
= 0,

∂zs

∂z
= 0.

よって,

∂p

∂x
=

∂p

∂xs

∂xs

∂x
+

∂p

∂ys

∂ys

∂x
+

∂p

∂zs

∂zs

∂x
,

= − sinλ

m

∂p

∂xs
− cosλ

m

∂p

∂ys
,

m
∂p

∂x
= − sin λ

∂p

∂xs
− cos λ

∂p

∂ys
. (2-8-C-7)

次に, (2-8-C-5)の右辺第 2, 3項について考える. (2-23)を変形した以下の式を利用する.

sin λ = y
1 + sin ϕ

2a cosϕ
, cos λ = x

1 + sin ϕ

2a cos ϕ
.
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これらの式を右辺の第 2, 3項を代入すると,

−2ΩV sin ϕ + V

(−U sin λ + V cosλ

a cosϕ

)
(1− sin ϕ)

= −2ΩV sin ϕ + V

(
xV − yU

2a2 cos2 ϕ
(1 + sin ϕ)

)
(1− sin ϕ)

= −V

(
f +

xV − yU

2a2

)
. (2-8-C-8)

以前にもあったとおり, f = 2Ω sin ϕである.

最後に, (2-8-C-5)の右辺第 4, 5項について考える.

−2ΩW sin λ cosϕ− −UW

a
= −W

a
(2aΩsin λ cos ϕ− U)

= −W

a
[(1 + sin ϕ)Ωy − U)] . (2-8-C-9)

(2-8-C-7), (2-8-C-8), (2-8-C-9)を (2-8-C-5)に代入することで以下の式 (2-28)が導出できた.

dU

dt
− V

(
f − xV − yU

2a2

)
− W

a
[(1 + sin ϕ)Ωy − U ] = −mα

∂p

∂x
.

2-8-C-b (2-29)の導出

式 (2-29)の導出は式 (2-28)の導出の方法とほとんど同じようにおこなう. 今回は (2-8-C-2) × −
cosλ + (2-8-C-3) × sin λ とする. すると,

−dV

dt
+ U

dλ

dt
=

1
ρ

(
cosλ

∂

∂xs
− sin λ

∂

∂ys

)
p

+
(

2Ω +
−U sin λ + V cos λ

a cosϕ

)
U sin ϕ

+ 2ΩW cos λ cosϕ− −V W

a
(2-8-C-10)

となる. この式も (2-28)の導出と同様に変形を行うと, 以下の式 (2-29)に変形できる.

dV

dt
+ U

(
f − xV − yU

2a2

)
+

W

a
[(1 + sin ϕ)Ωx + V ] = −mα

∂p

∂y
.

2-8-C-c (2-30)の導出

(2-30)は (2-14)の k成分に (2-8-C-1)を代入して導出することができる.

dW

dt
= −1

ρ

∂p

∂z
− g + 2Ω cos ϕ (−U sinλ + V cos λ)

+
(−U sin λ + V cosλ)2

a
+

(−U cosλ− V sinλ)2

a

= −1
ρ

∂p

∂z
− g +

Ω
a

(xV − yU) (1 + sin ϕ) +
U2 + V 2

a
,

dW

dt
− 1

a

[
U2 + V 2 + Ω(1 + sin ϕ)(xV − yU)

]
= −α

∂p

∂z
− g.
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2-8-D メルカトル図法座標系での運動方程式

メルカトル図法でも極射影図法の場合と同じ方法で運動方程式を求める. まず, (xs, ys)と (x, y)と
の関係式 (または (us, vs)と (U, V )との関係式) を式 (2-14)に代入してメルカトル図座標系の運動
方程式を求める. その後, 水平面近似を利用して wを含む項を削除する.

まず, 本文の以下の関係式から (xs, ys)と (x, y), および (us, vs)と (U, V )との関係式を求める.

x = (a cosϕ0)λ y = a cos ϕ0 ln [(1 + sinϕ)/ cos ϕ] .

上記の式から (xs, ys)と (x, y)の関係式を考える.

dx =
∂x

∂λ
dλ +

∂x

∂ϕ
dϕ

= (a cos ϕ0)dλ

=
cosϕ0

cos ϕ
dxs, (2-8-D-1)

dy =
∂y

∂λ
dλ +

∂y

∂ϕ
dϕ

= a cosϕ0
∂

∂ϕ

{
ln

(
1 + sin ϕ

cos ϕ

)}
dϕ

= a cosϕ0
cosϕ

1 + sin ϕ

1
1− sin ϕ

dϕ

= a
cos ϕ0

cosϕ
dϕ

=
cosϕ0

cos ϕ
dys. (2-8-D-2)

この計算の途中で (2-13)を利用している. これらから (us, vs)と (U, V )との関係式を求める.

us =
dxs

dt
=

cos ϕ

cosϕ0

dx

dt
= hx

dx

dt
= U, (2-8-D-3)

vs =
dys

dt
=

cosϕ

cosϕ0

dy

dt
= hy

dy

dt
= V. (2-8-D-4)

最後に圧力項の関係式を求める.

∂p

∂xs
=

∂p

∂x

∂x

∂xs
= m

∂p

∂x
, (2-8-D-5)

∂p

∂ys
=

∂p

∂y

∂y

∂ys
= m

∂p

∂y
. (2-8-D-6)

(2-8-D-3), (2-8-D-4), (2-8-D-5), (2-8-D-6) および (2-31) を (2-14)に代入する. なお, 水平面近似
によって wを含む項は除外してある.

∂U

∂t
+ m

(
U

∂U

∂x
+ V

∂U

∂y

)
+ w

∂U

∂z
−

(
f +

U tanϕ

a

)
V = −m

ρ

∂p

∂x
,

∂V

∂t
+ m

(
U

∂V

∂x
+ V

∂V

∂y

)
+ w

∂V

∂z
+

(
f +

U tan ϕ

a

)
U = −m

ρ

∂p

∂x
.
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2-9 より使いやすい鉛直座標系

高さ z(または半径 r)を用いた座標系は多くの目的がある中でもっとも便利な座標系とは言えない.
その便利さから使われている他の鉛直座標系としては, 圧力 p, ln p/p0, 地上圧力で規格化された圧
力 σ = p/ps, そして温位 θの座標系がある.

一般化した鉛直座標系 ζ [Kasahara (1974) ]を考える. この ζは高さ zに関する一価1) の単調関数2)

によって定義できる. z座標系においては, ζは x, y, zそして tの関数である. つまり, ζ = ζ(x, y, z, t)
である. 他の言い方をすると, ζ の鉛直座標系では, z は従属変数, つまり z = z(x, y, ζ, t)となる.
あらゆるスカラー (またはベクトル)の従属変数 (ここでは仮にAとする)はどちらの座標系におい
ても A(x, y, z, t)または A(x, y, ζ, t)と表現できる. なぜならば, これらの関数は zまたは ζ をそれ

とは別の座標系の関数形で置き換えると同じになるからである. つまり, 以下の式が成り立つとい
うことである.

A(x, y, ζ, t) ≡ A(x, y, z(x, y, ζ, t), t).

ここで sでの偏微分を取り上げる. ここで sとは s = x,や y,, tである. すると,
(

∂A

∂s

)

ζ

=
(

∂A

∂s

)

z

+
∂A

∂z

(
∂z

∂s

)

ζ

(2-41)

となる. なお, 添字の z と ζ はそれぞれの座標系でのものであることを示す3). 同様に鉛直方向の
偏微分は以下のような関係にある.

∂A

∂ζ
=

∂A

∂z

∂z

∂ζ
また,別な形では,

∂A

∂z
=

∂A

∂ζ

∂ζ

∂z
. (2-42)

(2-42)を (2-41)に代入すると, その結果は以下のようになる.
(

∂A

∂s

)

ζ

=
(

∂A

∂s

)

z

+
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂s

)

ζ

. (2-43)

この最後の式で s = xと代入した式と s = yと代入した式とを足し合わせることで Aの勾配 (グラ
ディエント)となる. 同様に, Aの変わりにベクトル成分B を用いると 2次元発散の式となる. 式
で書くと以下のようになる.

∇ζA = ∇zA +
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z
∇ζz, (2-44)

∇ζ ·B = ∇z ·B +
∂B

∂ζ

∂ζ

∂z
· ∇ζz. (2-45)

s = tとした場合は以下のようになる.
(

∂A

∂t

)

ζ

=
(

∂A

∂t

)

z

+
∂A

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂t

)

ζ

. (2-46)

なお, ζ 座標系での全微分は以下のようになる.

dA

dt
=

(
∂A

∂t

)

ζ

+ V · ∇ζA + ζ̇
∂A

∂ζ
. (2-47)

1)一つの z に対して一つの ζ が決まること.
2)単調関数とは, 単調増加または単調減少するような関数のこと.
3)この式に関しては 2-9-A を参照.
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ここからは V は ζ 面での 2次元速度, ζ̇ = dζ/dtは ζ 座標系における鉛直速度, そして Aはスカ

ラーまたはベクトルである (ベクトルの場合はスケールに関して考慮済みであると仮定している4)

).

前述の式は運動方程式を z 座標系表記から ζ 座標系表記へ変形するのに利用できる. 式 (2-44)を
利用すると水平面圧力の表記は以下のように変形できる.

−α∇zp = −α∇ζp + α
∂p

∂z
∇ζz = −α∇ζp−∇ζφ. (2-48)

ここで φはジオポテンシャル (geopotential) 5) であり, φ = gzである6).

このようにして, 摩擦無しでの水平面の運動方程式は ζ 座標系では以下のようになる.

dV

dt
= −α∇ζp−∇ζφ− fk × V + F . (2-49)

(2-42)を静水圧平衡の式 α(∂p/∂z) + g = 0 に代入すると,

α
∂p

∂ζ

∂ζ

∂z
+ g = 0 または α

∂p

∂ζ
+

∂φ

∂ζ
= 0 (2-50)

となる7).

次に, 連続の式の座標系変換について考える. 連続の式を変形すると,

d(ln ρ)/dt +∇z · V + ∂w/∂z = 0 (2-51)

となる8). まず始めに式 (2-42), (2-45)を発散の項 ((2-51)の右辺第 2, 3項)に利用すると,

∇z · V +
∂w

∂z
= ∇ζ · V − ∂ζ

∂z

∂V

∂ζ
· ∇ζz +

∂w

∂ζ

∂ζ

∂z
(2-52)

となる. さらに,

w = dz/dt = (∂z/∂t)ζ + V · ∇ζz + ζ̇∂z/∂ζ (2-53)

なので9) , この式を ζ で偏微分すると以下のようになる.

∂w

∂ζ
=

∂

∂t

(
∂z

∂ζ

)
+ V · ∇ζ

∂z

∂ζ
+

∂V

∂ζ
· ∇ζz +

∂ζ̇

∂ζ

∂z

∂ζ
+ ζ̇

∂

∂ζ

(
∂z

∂ζ

)
. (2-54)

4)具体的には, 前節の式 (2-27) のように速度成分の中にスケール因子を含めるような操作のことである.
5)単位質量の物体を海面から地球の重力に抗してその高度にまで持ち上げるのに要するエネルギー [N · s/kg].
6)静水圧平衡の式から以下の関係が成り立つ.

α ∂p/∂z = −g.

7)左の式の両辺に ∂z/∂ζ を掛けると以下のようになって右の式が導出される.

α
∂p

∂ζ

∂z

∂ζ

∂ζ

∂z
+ g

∂z

∂ζ
= 0,

α
∂p

∂ζ
+

∂φ

∂ζ
= 0.

8)ここでは, ∇z , V は 2 次元 (水平面) のベクトルであり, d(ln ρ)/dt = (1/ρ)dρ/dt であることを利用して変形を行っ
ている.

9)式 (2-47) を利用している.
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式 (2-52)に式 (2-54)を代入すると以下の式が導かれる.

∇z · V +
∂w

∂z
= ∇ζ · V +

∂ζ

∂z

(
∂

∂t
+ V · ∇ζ + ζ̇

∂

∂ζ

)
∂z

∂ζ
+

∂ζ̇

∂ζ
. (2-55)

その上, ∂ζ/∂z = (∂z/∂ζ)−1 であることから,右辺の真中の項はちょうど d[ln(∂z/∂ζ)]/dtとなる10).
この項は (2-51)の d(ln ρ)/dtと組み合わせることができて以下のようになる11).

d[ln(ρ ∂z/∂ζ)]/dt = d(ln ∂p/∂ζ)/dt.

このようにして, 変形された連続の式は以下のようになる.

d

dt

(
ln

∂p

∂ζ

)
+∇ζ · V +

∂ζ̇

∂ζ
= 0. (2-56)

最後は熱力学の式に関してである. 熱力学の式は鉛直座標系の変換を行っても見た目は変わらない.
それは熱力学の式が以下のように温位 θ = T (p0/p)κ の全微分と T で表記されるからである.

cpT (d ln θ)/dt = Q, (1-57a)

または

cp
dT

dt
− α

dp

dt
= Q. (1-57b)

次ではこれらの一般化した方程式系を特定の場合に応用してみる.

2-9-1 圧力鉛直座標系

ζ = pである場合を考える. この場合, ∇ζp = ∇pp = 0であり, ∂p/∂p = 1であるため, 運動方程式
(2-49)と静水圧の式 (2-50)は以下のようになる.

dV

dt
= −∇pφ− fk × V + F , (2-58)

∂φ

∂p
= −α. (2-59)

連続の式 (2-56)では, ζ = pにより ln(∂ζ/∂p) = ln(∂p/∂p) = 0となるため第 1項は消え,

∇p · V + ∂ω/∂p = 0 (2-60)

10)d/dt = ∂/∂t + V · ∇ζ + ζ̇(∂/∂ζ) であることに注意.
11)静水圧の式 dp = −ρgdz から

∂p/∂ζ = −ρg ∂z/∂ζ.

この式の自然対数をとると

ln(∂p/∂ζ) = ln(ρ ∂z/∂ζ) + ln(−g).

この式を時間微分すると, 重力加速度 g は定常であることから

d[ln(∂p/∂ζ)]/dt = d[ln(ρ ∂z/∂ζ)]/dt.
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となる. ここで ω = dp/dt = ṗは p-座標系での鉛直速度である. なお, この方程式は線形 (linear)
であることに注意. この式を p = 0(ここでは ω = 0 ) から任意の圧力 pを持つ高さまでの範囲で積

分すると ωを求める式となる.

ω = −
∫ p

0

∇p · V dp. (2-61)

地表面では鉛直方向の流れは無いという運動学的境界条件 (kinematic boundary condition)を仮定
すると,

ωs = dps/dt = ∂ps/∂t + V s · ∇ps (2-62)

となる12). このことから, ps(x, y, t)までの積分を行うと, 地表面圧力に関する以下の方程式が得ら
れる.

∂ps

∂t
+ V s · ∇ps = −

∫ ps

0

∇p · V dp. (2-63)

最後は熱力学の式に関してである. 熱力学の式 (2-57b)の dp/dtは ωで置き換えることができ, 他
に変化するものは無い.

p-座標系が zのものより優れているところは連続の式 (2-60)が線形であることと, 式 (2-58)におい
て圧力項が線形化されているところである13). 後者は密度を削除できるので14), 地衡風と温度風の
関係を簡単に表現できる. 例えば以下のような式がそうである15).

∂V g

∂p
= f−1k ×∇∂φ

∂p
and ∆V g = f−1k ×∇ ∆φ.

ちなみに, 2つ目の式の∆は差分を意味する.

2-9-2 規格化圧力座標系 σ = p/ps (Phillips, 1957)

この鉛直座標系を考える場合, 地表面圧力 ps = ps(x, y, t) を思い出して欲しい. 式 (2-48)で ζ = σ

とすると,

−α∇zp = −α∇σp− α(∂p/∂z)∇σz = −α∇σ(σps)−∇σφ

となる. α∇σ(σps) = ασ∇ps となることから, 運動方程式 (2-49)は以下の式となる16).

∂V

∂t
+ V · ∇σV + σ̇

∂V

∂σ
= −∇σφ− (RT/ps)∇ps − fk × V + F . (2-64)

静水圧の式 (2-50)では ∂p/∂σ = ∂(σps)/∂σ = ps となるので17),

∂φ/∂σ + αps = 0 (2-65)
12)この式の導出に関しては 2-9-B 参照.
13)これはつまり, −α∇zp = −α∇p −∇pφ ' −∇pφ となっていることを指している.
14)p-座標系と z-座標系でそれぞれ温度風の式を求めてみると, ここで言う『密度を削除できる』の意味がわかるだろう.

p-座標系での温度風の式の導出は 2-9-C を, z-座標系での温度風の式の導出は 2-9-D を参照のこと.
15)p-座標系での運動方程式 (2-58) から地衡風の関係式および温度風の関係式を導出する方法は 2-9-C を参照.
16)状態方程式より, α = RT/p なので, ασ = RT/ps
17)ここでは ps = ps(x, y, t) であることから ∂ps/∂σ = 0 である.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



38 数値予報モデルのための気象力学 2-9 より使いやすい鉛直座標系

となる.

連続の式 (2-56)の第 1項は d(ln ∂p/∂σ)/dt となり, ∂p/∂σ = psとなるため σ-座標系の連続の式は
以下のようになる.

d(ln ps)/dt +∇σ · V + ∂σ̇/∂σ = 0. (2-66)

第 1項 ṗs/ps を展開すると代わりに以下の式が得られる.

∂ps/∂t + V · ∇ps + σ̇∂ps/∂σ + ps∇σ · V + ps∂σ̇/∂σ = 0.

ps は σに関しては変化しないので, ∂ps/∂σ = 0である. このことから上の式は

∂ps/∂t = −∇ · (psV )− ∂(psσ̇)/∂σ (2-67)

となる. “鉛直速度”σ̇ = dσ/dtの境界条件は

地表面 ； p = ps； よって σ = 1, σ̇ = 0,

大気上端 ； p = 0； よって σ = 0, σ̇ = 0 (2-68)

となる. この境界条件下で (2-67)を大気全体 (0 ≤ σ ≤ 1) で積分すると,

∂ps

∂t
= −

∫ 1

0

∇ · (psV )dσ (2-69)

となる18). これは地表面圧力に関する方程式である. σ = 0から任意の値 σまで積分した場合は σ

における鉛直速度 σ̇を含む方程式となる.

σ
∂ps

∂t
+

∫ σ

0

∇ · (psV )dσ = −psσ̇. (2-70)

式 (2-69)から ∂ps/∂tの値が得られたら, それを使って (2-70)から σ̇を求めることができる. 今度
はその σ̇ を使って運動方程式 (2-64)の σ̇∂V /∂σ の値を求めることができる. 熱力学の式19) につ

いても同様である. これらの作業は, 数値気象予報モデルにおいて, V , T などの値の局所での時間

変化を求めるのに必要な手順の一つである.

地表面において σ̇ = 0となるのは, 地表面では流れは地表に沿っていなければならない (つまり, 鉛
直成分はゼロでなければならない) からである. この簡単な下部境界条件が σ-座標系が p-座標系よ
りも優れている点である20). この簡単な下部境界条件の結果, 簡潔な式 (2-69)が存在し, 地表面圧
力の時間変化の導出に利用される.
18)(2-67) を 0 ≤ σ ≤ 1 で積分すると,Z 1

0

∂ps

∂t
dσ = −

Z 1

0
∇ · (psV )dσ −

Z 1

0

∂

∂σ
(psσ̇)dσ

= −
Z 1

0
∇ · (psV )dσ − [psσ̇]10

となり, (2-68) より σ̇ = 0 at σ = 0, 1 なので式 (2-69) となる.
19)(2-57b) より,

cp
dT

dt
− α

d(σps)

dt
= Q.

20)具体的なことに関しては 2-9-E を参照.
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2-9-3 等エントロピー鉛直座標系

等エントロピー面 (エントロピーが一定の面), または (同じ意味だが)温位面が鉛直座標として一
般的になったのは 1930～1940年代のことである. 長い間ほとんど使われていなかったが 1970年
代半ばから θ-座標系は日の目を浴びることになった. θ-座標系の魅力的なところは, 乾燥断熱 (dry
adiabatic)運動においてはそれぞれのパーセル (parcel) 21) において温位が保存されるところであ

る. つまり dθ/dt = 0となる. また, 等エントロピー面がそのまま物質面 (material surface)とな
る22). ただし, これは非断熱 (diabatic)な条件下では成り立たない. この座標系は他にも優れた特
徴があり, 断熱運動の研究に限らず幅広く利用されている. 例えば, 前線付近の様子などは θ-座標
系で良く表すことができる.

(2-44)を用いて水平面圧力を毎度のように変形すると,

−α∇zp = −α∇θp− α
∂p

∂z
∇θz = −α∇θp + g∇θz (2-71)

となる. θ = T (p0/p)κであることから, ∇θ ln T − (R/cp)∇θ ln p = ∇θ ln θ = 0となる. このことか
ら −∇θp = −(pcp/RT )∇θT が成り立つ. よって水平面圧力 (2-71)は以下のように書き表せる.

−α∇zp = −∇θ(cpT )−∇θφ.

この式を水平面運動方程式に代入すると以下の式が得られる.

∂V

∂t
+ V · ∇θV + θ̇

∂V

∂θ
= −∇θ(cpT + φ)− fk × V . (2-72)

物理量 cpT + φ = M は普通モンゴメリー流線関数 (Montgomery stream-function) と呼ばれる. 温
位の定義式から pと T を取り出して対数を取り, その後微分すると静水圧の式を利用できる. まず,
温位の定義式 θ = T (p0/p)κ の対数をとって微分すると,

1
θ

=
1
T

∂T

∂θ
− R

p cp

∂p

∂θ

となる23). 次に静水圧の式 (2-50)を利用して ∂p/∂θを −ρ∂φ/∂θに置き換えると,

∂

∂θ
(cpT + φ) =

cpT

θ
(2-73)

となる. つまり, モンゴメリー流線関数M は θに関しては cpT/θで変化する.

21)パーセル (parcel)とは仮想的な気塊のことである. このパーセルという考え方を用いると, 大気はパーセルの集合体だ
と言うことができる.
22)「物質面」に関しては 2-9-F 参照.
23)もう少し詳細に書く. まず, 温位の定義式の対数をとる.

ln θ = ln T + κ(ln p0 − ln p).

そして θ で微分すると,

∂(ln θ)

∂θ
=

∂(ln T )

∂θ
+ κ

�
∂(ln p0)

∂θ
− ∂(ln p)

∂θ

�
,

1

θ
=

1

T

∂T

∂θ
+

κ

p

∂p

∂θ

となり, 本文の式となる.
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次は連続の式に関してである. 連続の式 (2-56)は以下の式になる.

d

dt

(
ln

∂p

∂θ

)
+∇θ · V +

∂θ̇

∂θ
= 0. (2-74)

この式を展開して θで積分すると地表面圧力の時間変化 ∂ps/∂t に関する式が得られる24). 熱力学
の式 (2-57a)には変換は必要無い. θ̇の境界条件は (2-68)と類似していて, 以下のようになる25).

θ̇ = 0 at θ = θtop,

θ̇ = ∂θs/∂t + V s · ∇θs at θ = θs (2-75)

2-9-A 異なる座標系での偏微分の関係式

(2-41)を考える. 図 2-9-A-1で考えてみよう. それぞれ点 a, b, c での Aを Aa, Ab, Ac として, a
→ c, a → b, b → c をそれぞれ微分形で書き表してみると,

a→ c :
Ac −Aa

dx
→

(
∂A

∂x

)

ζ

a→ b :
Ab −Aa

dx
→

(
∂A

∂x

)

z

b→ c :
Ac −Ab

dz

dz

dx
→ ∂A

∂z

(
∂z

∂x

)

ζ

となる. これらを組み合わせると,
(

∂A

∂x

)

ζ

=
(

∂A

∂x

)

z

+
∂A

∂z

(
∂z

∂x

)

ζ

という式となる. xを sに置き換えて考えると (2-41)となる. 詳しい解説については小倉 (2000) を
参照してもらいたい.

2-9-B 地表面圧力 psの全微分の導出

(2-62)に関して議論する. 圧力座標系では p = p(x, y, z, t)である. 地表面の高度を z = H(x, y, t)
と考えると, 地表面の圧力は ps = ps(x, y, H, t) = ps(x, y, H(x, y, t), t) = ps(x, y, t) となる. (ps は

pとは異なり, 座標ではなく関数であることに注意). すると, ps の変数から考えて,

dps

dt
=

∂ps

∂t
+ u

∂ps

∂x
+ v

∂ps

∂y

となる. 結果として (2-62)が求められた.

24)この式の導出に関しては 2-9-G を参照のこと.
25)θtop は温位モデルの頂点の温位 (Kasahara(1974) 参照).
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z

x

A(x, y, ζ, t)
=A(x, y, z, t)

A(x+dx, y, ζ, t)

ζ = const

A(x+dx, y, z, t)

dz

dx

z  = const
a b

c

図 2-9-A-1: z-座標系と ζ-座標系の微分の取り方

2-9-C 地衡風, 温度風の関係式の導出

2-9-C-a 地衡風の関係式の導出

p-座標系での運動方程式 (2-58), 静水圧の式 (2-59), および状態方程式 (2-8)から地衡風の関係式
を求める. なお, 地衡風が成り立つのはコリオリ力と気圧傾度力がつり合っている場合なので, 1)
式が線形化でき (dV /dt = ∂V /∂t), 2) 摩擦力が無く (F = 0), 3) 風速が定常で時間変化しない
(∂V /∂t=0) という条件下で考える.

以下が利用する 3式である.

dV

dt
= −∇pφ− fk × V + F , (2-9-C-1)

∂φ

∂p
= −α, (2-9-C-2)

p =
RT

α
. (2-9-C-3)

線形化できることと摩擦力を無視できること, そして風速が定常であることを考慮し, (2-9-C-1)を
変形すると,

−fk × V = ∇pφ (2-9-C-4)

という式が成り立つ. 左辺がコリオリ力であり, 右辺が気圧傾度力である. これが地衡風の釣り合い
の式である. 以下ではこの関係を満たす風速 V を地衡風 V g と表記する. この式の両辺に (1/f)k

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



42 数値予報モデルのための気象力学 2-9 より使いやすい鉛直座標系

を掛けると,

−k × (k × V g) = f−1k ×∇pφ

−(k · V g)k + (k · k)V g = f−1k ×∇pφ

V g = f−1k ×∇pφ (2-9-C-5)

となる. この式から地衡風を求めることができる. なお, 計算の途中で, 本論文の最後に掲載されて
いる数学公式 (A-1)を使用した. また, V g は水平面の成分しかないため k · V g = 0となることに
も注意すること. ちなみに, (2-9-C-5)を各成分に分けてみると,

ug = − 1
f

∂φ

∂y
, vg =

1
f

∂φ

∂x
(2-9-C-6)

となる. つまり, 等圧面において北上するにつれ高度が下がっている場合 (言い替えれば北上する
につれ気圧が減少している場合)は東向きの風が吹く. また, 等圧面において東の方ほど高度があ
がっている場合 (言い替えれば東に行くにつれ気圧が増加している場合)は北向きの風が吹く.

2-9-C-b 温度風の関係式の導出

次に (2-9-C-5)を変形して温度風の関係式を求める. (2-9-C-5)を pで偏微分すると,

∂V g

∂p
=

1
f

k ×∇p
∂φ

∂p
(2-9-C-7)

となる. これは本文にあった式である. 続けて (2-9-C-7)を計算する. 静水圧の式 (2-9-C-2)と状態
方程式 (2-9-C-3)を利用する.

∂V g

∂p
=

1
f

k ×∇p(−α)

=
1
f

k ×∇p(−RT

p
)

= − R

fp
(k ×∇pT ) . (2-9-C-8)

(2-9-C-8)が温度風の関係式である. これを各成分に分けると以下のようになる.

∂u

∂p
=

R

fp

∂T

∂y
,

∂v

∂p
= − R

fp

∂T

∂x
. (2-9-C-9)

この式の物理的な意味を考えてみる. 例えば, ある等圧面上で北に行くほど温度が下がっていると
(∂T/∂y < 0), その等圧面上で空気密度 ρは北ほど大きい. したがって等圧面 pにくらべて等圧面

p− δpはもっと北に向かって傾いている (下図参照). したがって等圧面 p− δp上の地衡風 uは等

圧面 p上のそれよりも大きく (すなわち ∂u/∂p < 0)なければならない訳である. なお, ここでは南
北方向で考えたが, 東西方向でも同様に考えると vの式に関しても理解できるだろう.

2-9-D z-座標系から求める温度風の関係式

2-9-Cでは p-座標系での運動方程式から簡潔な形の温度風の関係式 (2-9-C-9)を導くことができ
た. では, z-座標系での運動方程式 (および静水圧の式)から温度風の式を導くとどうなるのだろう
か. 以下では z-座標系での運動方程式から温度風の式を求めてみる.
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y

z

p0

p0-δp

p0-2δp

x

u

��

図 2-9-C-1: 温度風の概念図

z-座標系での運動方程式, 静水圧の式, および状態方程式はそれぞれ,

dV

dt
= −α∇zp− fk × V + F , (2-9-D-1)

∂p

∂z
= − g

α
, (2-9-D-2)

p =
RT

α
(2-9-D-3)

となっている. 線形化でき, 摩擦力を無視でき, 風速が定常であるという条件下では (2-9-D-1)は以
下のようになる.

−fk × V = α∇zp. (2-9-D-4)

これは p-座標系での (2-9-C-4)の式と同様の地衡風の釣り合いの式である. p-座標系の時の操作と
同様に, 両辺に (1/f)kを掛けると,

V g =
α

f
(k ×∇zp) (2-9-D-5)

という式が導出できる. 各成分に分けてみると,

ug = −α

f

∂p

∂y
, vg =

α

f

∂p

∂x
(2-9-D-6)

となる. (2-9-D-5)から温度風を求めてみよう.

(2-9-D-5) の両辺を z で微分して計算を行う. なお, 計算の途中で (2-9-D-2) と (2-9-D-3) を利用

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



44 数値予報モデルのための気象力学 2-9 より使いやすい鉛直座標系

する.

f
∂V g

∂z
=

∂

∂z
{α (k ×∇zp)}

= α

(
k ×∇z

∂p

∂z

)
+

∂α

∂z
(k ×∇zp)

= −α
(
k ×∇z

g

α

)
+

∂α

∂z
(k ×∇zp)

= −α
(
k ×∇z

pg

RT

)
+

∂α

∂z
(k ×∇zp)

= −αgp

R

(
k ×∇z

1
T

)
− αg

RT
(k ×∇zp) +

∂α

∂z
(k ×∇zp)

=
αgp

RT 2
(k ×∇zT ) +

(
∂α

∂z
− αg

RT

)
(k ×∇zp)

=
g

T
(k ×∇zT ) +

(
∂α

∂z
− g

p

)
(k ×∇zp)

=
g

T
(k ×∇zT ) +

(
∂α

∂z
− g

α

α

p

)
(k ×∇zp)

=
g

T
(k ×∇zT ) +

(
∂α

∂z
+

α

p

∂p

∂z

)
(k ×∇zp)

=
g

T
(k ×∇zT ) +

1
p

(
∂

∂z
(pα)

)
(k ×∇zp) . (2-9-D-7)

この (2-9-D-7)が z-座標系の式から導かれた温度風の関係式と似た式である. しかし, p-座標系の
時と違いうまく αが式から消えないため, すっきりとは温度風の関係を示しているとは言えない.
この式はあくまである程度すっきりとさせた式でしかない. このことが本文の「p-座標系は密度を
削除できるので…」ということの意味である.

2-9-E σ-座標系の利点

σ-座標系が p-座標系より優れている点は簡単な下部境界条件であると本文で述べられているが, こ
れが具体的にはどういうことであるか説明する. 以下の図 2-9-E-2を見てほしい. 図 2-9-E-2にお
いて, 太実線が地上面, 実線が等 σ面, 破線が等 p面である. 図よりわかるように, 等 p面は地形の

起伏により分断されている. これに対し, 等 σ面は地形と同じ形になり (ちょうど σ = 1の面が地
上の形と一致する), いかな地形であっても分断されることは無い. 例えば, 数値計算ではある領域
のパラメータを求めるのに隣接する領域のパラメータが必要になる. p-座標系では地形の効果から
隣のパラメータが得られない場合もありうるが, σ-座標系ではそのようなことはない (図 2-9-E-1参
照). これが σ-座標系の p-座標系より優れた点である.

2-9-F 物質面

ある粒子群を考えた時, その粒子群が移動する範囲が物質面と呼ばれるものである. 例えば, 等 σ

面などを考えるとそこに存在する粒子はあらゆる方向に移動するので σ 面は物質面とは言えない

(図 2-9-F-1参照). ここで等 θ面を考えてみる. 本文にも dθ/dt = 0と書いてある通り, θは変化し
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σ

p

図 2-9-E-1: σ-座標系の利点

ない (図 2-9-F-1参照). つまり粒子は等 θ面内しか移動しない. このことは θ面が物質面であるこ

とを示している. これが本文が意味することである.

2-9-G 連続の式からの地表面圧力の時間変化 ∂ps/∂tの導出

θ-座標系での連続の式 (2-74)から地表面圧力 psの時間変化 ∂ps/∂tの式を求めることができる. な
お, この導出に関しては Kasahara(1974)を参考にした.

θ-座標系での連続の式 (2-74)は以下の式である.

d

dt

(
ln

∂p

∂θ

)
+∇θ · V +

∂θ̇

∂θ
= 0. (2-9-G-1)

なお, θ̇ = dθ/dtである. この式を変形する.

∂θ

∂p

d

dt

(
∂p

∂θ

)
+ ∇θ · V +

∂θ̇

∂θ
= 0,

∂

∂t

(
∂p

∂θ

)
+ V · ∇θ

∂p

∂θ
+ θ̇

∂

∂θ

(
∂p

∂θ

)
+

∂p

∂θ

(
∇θ · V +

∂θ̇

∂θ

)
= 0,

∂

∂t

(
∂p

∂θ

)
+ ∇θ ·

(
V

∂p

∂θ

)
+

∂

∂θ

(
θ̇
∂p

∂θ

)
= 0.
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σ

p

���������	��


図 2-9-E-2: σ-座標系と p-座標系

σ θ

図 2-9-F-1: 物質面

この式をある任意の θから θt
26) まで積分すると,

∫ θt

θ

∂

∂t

(
∂p

∂θ

)
dθ = −

∫ θt

θ

{
∇θ ·

(
V

∂p

∂θ

)
+

∂

∂θ

(
θ̇
∂p

∂θ

)}
dθ,

∫ θt

θ

∂

∂θ

(
∂p

∂t

)
dθ = −

∫ θt

θ

{
∇θ ·

(
V

∂p

∂θ

)
+

∂

∂θ

(
θ̇
∂p

∂θ

)}
dθ,

∂p

∂t

∣∣∣∣
θ=θt

− ∂p

∂t

∣∣∣∣
θ=θ

= −
∫ θt

θ

{
∇θ ·

(
V

∂p

∂θ

)
+

∂

∂θ

(
θ̇
∂p

∂θ

)}
dθ,

∂p

∂t

∣∣∣∣
θ

=
∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∫ θt

θ

{
∇θ ·

(
V

∂p

∂θ

)
+

∂

∂θ

(
θ̇
∂p

∂θ

)}
dθ

(2-9-G-2)
26)θt は温位のモデルの頂点の温位.
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となる. ここで以下の境界条件を導入する. これは本文の (2-75)と同様のものである.

θ̇ = 0 at θ = θt,

θ̇ = ∂θs/∂t + V · ∇θθs at θ = θs. (2-9-G-3)

境界条件より, (2-9-G-2) は

∂p

∂t

∣∣∣∣
θ

=
∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∫ θt

θ

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ +

(
θ̇
∂p

∂θ

) ∣∣∣∣
θt

−
(

θ̇
∂p

∂θ

) ∣∣∣∣
θ

=
∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∫ θt

θ

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ −

(
θ̇
∂p

∂θ

) ∣∣∣∣
θ

(2-9-G-4)

となる. θ = θs とすると,

∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

=
∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∫ θt

θs

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ −

(
θ̇
∂p

∂θ

) ∣∣∣∣
θs

=
∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∫ θt

θs

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ − ∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂t
−

(
∂p

∂θ
V · ∇θθs

)

θ=θs

(2-9-G-5)

となる. ここで, 以下の 4つの式を利用する27).

∂pt

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

, (2-9-G-6)

∂ps

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂t
, (2-9-G-7)

− (V · ∇θθ)θ=θt
= 0, (2-9-G-8)

∇θ ·
∫ θt

θs

V
∂p

∂θ
dθ =

∫ θt

θs

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ

+
(

∂p

∂θ
V · ∇θθt

)

θ=θt

−
(

∂p

∂θ
V · ∇θθs

)

θ=θs

. (2-9-G-9)

(2-9-G-6)と (2-9-G-7)より (2-9-G-5)は

∂ps

∂t
=

∂pt

∂t
+

∫ θt

θs

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ −

(
∂p

∂θ
V · ∇θθs

)

θ=θs

(2-9-G-10)

となり, 続けて (2-9-G-9)を利用すると,

∂ps

∂t
=

∂pt

∂t
+∇θ ·

∫ θt

θs

V
∂p

∂θ
dθ −

(
∂p

∂θ
V · ∇θθt

)

θ=θt

となる. ここで (2-9-G-8)より右辺の第 3項は消えるので,

∂ps

∂t
=

∂pt

∂t
+∇θ ·

∫ θt

θs

V
∂p

∂θ
dθ (2-9-G-11)

となる. これが本文で言われる「地表面圧力の時間変化 ∂ps/∂tに関する式」である.

27)(2-9-G-6), (2-9-G-7)(2-9-G-8)および (2-9-G-9)の導出に関してはそれぞれ 2-9-G-a 2-9-G-b, 2-9-G-c ,2-9-G-d
を参照のこと.
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2-9-G-a θt での圧力の時間変化の関係式

∂pt

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

を導出する. ここで, 圧力は p = p(x, y, θ, t), 温位モデルの頂点での圧力は pt =

p(x, y, θt, t), 温位は θt = θt(x, y, t)であるとする. 2-9-G-bと同様に考えると

∂pt

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θt

∂θt

∂t
(2-9-G-12)

である. しかし, θt は温位モデルの頂点で時間変化, 空間変化ともに無いので ∂θt/∂t = 0である.
よって,

∂pt

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θt

(2-9-G-13)

となる.

2-9-G-b θs(地表面)での圧力の時間変化の関係式

∂ps

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂t
を導出する. 圧力は p = p(x, y, θ, t), 地表面圧力は ps = p(x, y, θs, t), 地

表面温位は θs = θs(x, y, t)である. pの全微分は

dp =
∂p

∂x
dx +

∂p

∂y
dy +

∂p

∂θ
dθ +

∂p

∂t
dt (2-9-G-14)

である. ここで θ = θsとすると, dθ = dθsである. また, ps = p(x, y, θs, t)であることから dp = dps

である. よって, (2-9-G-14)は

dps =
∂p

∂x

∣∣∣∣
θ=θs

dx +
∂p

∂y

∣∣∣∣
θ=θs

dy +
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θ=θs

dθs +
∂p

∂t

∣∣∣∣
θ=θs

dt (2-9-G-15)

となる. θs = θs(x, y, t)なので dθs = (∂θs/∂x)dx + (∂θs/∂y)dy + (∂θs/∂t)dt であるため, (2-9-G-
15)は

dps =
∂p

∂x

∣∣∣∣
θs

dx +
∂p

∂y

∣∣∣∣
θs

dy +
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

{
∂θs

∂x
dx +

∂θs

∂y
dy +

∂θs

∂t
dt

}
+

∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

dt

=

{
∂p

∂x

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂x

}
dx +

{
∂p

∂y

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂y

}
dy

+

{
∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂t

}
dt (2-9-G-16)

となる. 時間微分を考えると, 右辺の第 1項, 第 2項は無視して考えられるので, ps の時間変化は

∂ps

∂t
=

∂p

∂t

∣∣∣∣
θs

+
∂p

∂θ

∣∣∣∣
θs

∂θs

∂t
(2-9-G-17)

として得られる.
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2-9-G-c (2-9-G-8) の導出

ここでは (2-9-G-8) の導出を行う. (2-9-G-3)より,
(

dθ

dt

)

θ=θt

= 0

である. この式を変形することで,
(

∂θ

∂t

)

θt

= − (V · ∇θθ)θt

となる. θt は空間変化, 時間変化しないので, (∂θ/∂t)θt
= (∂θt/∂t) = 0 となり, (2-9-G-8) が成り

立つ.

2-9-G-d (2-9-G-9)の導出

ここでは (2-9-G-9)の導出のための計算を行う. まず, 見た目を簡単にするため x成分だけを考え

るとして, (2-9-G-9) の左辺 (の x成分)は以下のようになる28).

∂

∂x

∫ θt(x)

θs(x)

u
∂p

∂θ
dθ =

∫ θt(x)

θs(x)

∂

∂x

(
u

∂p

∂θ

)
dθ

+
(

u
∂p

∂θ

)

θ=θt

∂θt

∂x
−

(
u

∂p

∂θ

)

θ=θs

∂θs

∂x
. (2-9-G-18)

y成分についても考えると,

∇θ ·
∫ θt

θs

V
∂p

∂θ
dθ =

∫ θt

θs

∇θ ·
(

V
∂p

∂θ

)
dθ

+
(

∂p

∂θ
V · ∇θθt

)

θ=θt

−
(

∂p

∂θ
V · ∇θθs

)

θ=θs

(2-9-G-19)

となる.

28)積分の公式,

∂

∂x

Z b(x)

a(x)
f(x, θ)dθ =

Z b(x)

a(x)

∂f(x, θ)

∂x
dθ + f(b)

∂b

∂x
− f(a)

∂a

∂x

を利用した.
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2-10 エネルギーの関係式

大気現象の力学的解析において, 様々な擾乱をエネルギー論から研究することは非常に重要である.
エネルギーの関係式は数値気象予報にとっても重要なものである. エネルギーの変換や保存を分析
するような特徴をもつ数値モデルは, 物理過程を表示したり, 誤差の原因を追求したりする差分ス
キームを設計するのに便利な道具となる.

2-10-1 運動エネルギー

単位質量あたりの運動エネルギーに関する式は運動方程式に V を掛けることで簡単に導出できる.
例えば, 圧力座標系での運動方程式 (2-58)を利用した場合は以下の式が得られる1).

dK/dt = ∂K/∂t + V · ∇K + ω∂K/∂p = −V · ∇pφ + V · F . (2-80)

ここでK はK = V 2/2であり, V ·F は運動エネルギーの拡散と消散2)を表す. (V と∇は水平面
の速度と微分演算子である). 連続の式 (2-60) 3) にK を掛け, (2-80)に加えることで式 (2-80)はフ
ラックスフォーム (flux form) 4) になる. 実際に計算して得られたフラックスフォームは

∂K/∂t +∇ ·KV + ∂(Kω)/∂p = −∇ · (φV ) + φ∇ · V + V · F (2-81)

である. 同様に, 連続の式は φ∇ · V の項も表現できる.

φ∇ · V = −φ∂ω/∂p = −∂(φω)/∂p + ω∂φ/∂p.

最後に, 静水圧の式 (2-59)と状態方程式より ∂φ/∂p = −α = −RT/p なので (2-81)は以下のよう
になる.

∂K

∂t
+∇ · [(K + φ)V ] +

∂ [(K + φ)ω]
∂p

= −RTω

p
+ V · F . (2-82)

第 2項と第 3項は流れの発散項であり, 一方第 4項は運動エネルギーの湧き出しを, 第 5項は吸い
込みを表す.

2-10-2 位置エネルギー

単位面積で地表から大気上端までの高さを持つ円柱の重力による位置エネルギーを考える. この位
置エネルギー P [J]は以下の積分で得られる.

P =
∫ ∞

0

gzρ dz =
∫ ps

0

φ
dp

g
=

φp

g

∣∣∣∣
ps

0

− 1
g

∫
p dφ.

1)詳しくは 2-10-A 参照.
2)運動エネルギーの拡散と消散については 2-10-C を参照.
3)

∇p · V + ∂ω/∂p = 0.

4)フラックスフォーム (flux form) に関しては 2-10-D を参照.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 2-10 エネルギーの関係式 51

ここでは重力加速度 gの鉛直方向の変化は無視し, 部分積分と静水圧の式を用いることによって最
後の形を導出できる5). 静水圧の式を再び用いると,

P = φsps/g +
1
g

∫ ps

0

RT dp (2-83)

という式となる6).

同じ円柱での内部エネルギー (internal energy) I [J]は

I =
∫ ∞

0

cvTρ dz =
∫ ps

0

cvT dp

g
(2-84)

となる7). 関係式 cv + R = cpを使うと, 内部エネルギーと重力の位置エネルギーが組み合わさった
最後の式が得られる. この内部エネルギーと重力の位置エネルギーの組み合わさったものを全位置
エネルギー (total potential energy) と呼ぶ. これは以下の式で表される.

P + I = g−1

∫ ps

0

E dp + g−1φsps. (2-85)

ここで E = cpT [J/kg]はエンタルピー (enthalpy)である.

この結果は, 大気の円柱の全位置エネルギーがエンタルピーの積分の項と地表面の海面からの高さ
に比例した項に比例していることを示している. このため, 全位置エネルギーの関係式を得るには
熱力学の式 (2-57b)を使う. E = cpT であることから,

∂E

∂t
+ V · ∇E + ω

∂E

∂p
=

RT

p
ω + Q− V · F (2-86)

となる. ここでは V および∇は水平面での速度と演算子であり, ω = dp/dtで, dE/dtは偏微分に

展開されている.

次に連続の式 (2-60)に E を掛け, (2-86)に足し合わせると以下のフラックスフォームを得ること
ができる8).

∂E

∂t
+∇ · (EV ) +

∂(Eω)
∂p

=
RTω

p
+ Q− V · F . (2-87)

(2-82)と (2-87)を比較すると, 両方の式に RTω/pという項があり, 反対の符号がついていること
がわかる. 位置エネルギーがこの項の影響で局所的に増加する場合は運動エネルギーは逆に減少す
る. 閉じた系でこの項を積分したものは運動エネルギーと位置エネルギーの変換を表す9). (2-82)
と (2-87)を足し合わせるとこの変換関数 (transformation function) は消え, 以下のようなK + E

の局所変化の方程式が得られる.

∂(K + E)
∂t

+∇ · [(K + E + φ)V ] +
∂

∂p
[(K + E + φ)ω] = Q. (2-88)

5)変形に関しては 2-10-B 参照.
6)2-10-B 参照.
7)内部エネルギー I は 1-5 節 熱力学第一法則で登場し, そこでは単位体積あたりの内部エネルギーの変化率 dI/dt =

cvdT/dt という関係式が使われた.
8)この式は位置エネルギーと内部エネルギーを既に足し合わせた全位置エネルギーのフラックスフォームだが, 位置エネ

ルギーと内部エネルギーとそれぞれのフラックスフォームに関しても考えてみる. 詳細については 2-10-E を参照のこと.
9)運動エネルギー, 位置エネルギー, 内部エネルギー間のエネルギーの変換に関しては 2-10-F を参照.
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次に, この方程式を大気の全質量で積分する. 無限小要素は ρ dx dy dz = −dx dy dp/g となる10).

1
g

∫∫∫ ps

0

∂

∂t
(K + E)dpdxdy +

1
g

∫∫∫ ps

0

∇ · [(K + E + φ)V ]dpdxdy

+
1
g

∫∫
[(K + E + φ)ω]sdxdy = Q. (2-89)

Qの項は, 大気が宇宙や下の地表面へ放出した, もしくはそれらから吸収した全熱量を表す11). 鉛
直方向の積分は 3つ目の積分記号に当たる. 次に微分演算子 ∂/∂tと∇· を pの積分の外に出す. こ
の際にはライプニッツの公式12) を利用する. また, 変数の上限 ps を考慮にいれる. 結果は,

∫∫
1
g

{
∂

∂t

∫ ps

0

(K + E)dp− ∂ps

∂t
(K + E)s +∇ ·

∫ ps

0

[(K + E + φ)V ]dp

−∇ps · [(K + E + φ)V ]s + [(K + E + φ)ω]s

}
dxdy = Q (2-90)

となる. ここで (‾)は三重積分を表す.

これで ∂/∂tを積分記号の外に出すことができた. そして, 球状である地球では水平面方向に境界
が無い (p-面を横切る山脈などは無視する)ため, 水平面の流れの発散を含む第 3項は消える. その
結果が以下の式である13).

∂

∂t
(K + E)−

∫∫ {
1
g
(K + E)s

∂ps

∂t
+

1
g
∇ps · [(K + E + φ)V ]s

−1
g
[(K + E + φ)sωs]

}
dxdy = Q. (2-92)

地表面境界条件 (2-62), ∂ps/∂t + V · ∇ps = ωs より (K + E)sを含む項は打ち消される. また一方
で φs(ωs − V · ∇ps)は φs∂ps/∂t に置き換えることができる. このようにすると, 全エネルギーの
式 (2-91)は以下のような簡単な式になる.

∂

∂t
[K + E +

1
g
φsps] = Q. (2-93)

ここで φsps は 2次元の積分であることに注意して欲しい.

10)静水圧の式を使用.
11)これは地表面との摩擦によって発生した熱なども含めた熱量である. なお [(K+E+φ)ω]sは psにおける [(K+E+φ)ω]
を表す.
12)以下がライプニッツの公式である.

(fg)(n) =
nX

k=0

�
n
k

�
f (n−k)g(k).

よって, 以下の式が成り立つ. Z ps

0

∂

∂t
A(p) dp =

∂

∂t

Z ps

0
A(p) dp− ∂ps

∂t
A(ps)

13)K の三重積分 K の定義を丁寧に書くと,

K =

ZZZ
Kρ dx dy dz =

1

g

ZZZ
Kdx dy dp (2-91)

である. E も同様である.
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(2-93)の左側は全運動エネルギーと (2-85)式で定義されるような全位置エネルギーの時間変化 (実
際は全微分 d/dt)である14). 一方, 右側は系に加えられた全エネルギー (摩擦などにより得られる
エネルギーを含み)を表す. 断熱下で, 摩擦の無い条件下では (2-92)の右側は消え, 全エネルギーは
保存される.

2-10-A 運動方程式からエネルギーの式への変形

p-座標系での運動方程式 (2-58) 15) に V を掛けると,

V · dV

dt
= −V · ∇pφ− fV · (k × V ) + V · F (2-10-A-1)

となる. (2-10-A-1)の第 1項は

V · dV

dt
=

d(V 2/2)
dt

=
dK

dt
(2-10-A-2)

となる. (2-10-A-1)の第 3項は

V · (k × V ) = V · (−fvi + fuj)

= −fvu + fuv

= 0 (2-10-A-3)

となる. (2-10-A-2)と (2-10-A-3) より (2-10-A-1)は (2-80)式に変形できる.

2-10-B 位置エネルギーの式の変形

位置エネルギーの式

P =
∫ ∞

0

gzρ dz (2-10-B-1)

の本文での変形に関してもう少し詳細に説明する.

静水圧の式より, 以下の関係式が成り立つ.

ρ dz = −dp/g. (2-10-B-2)

また, pと zは以下のような関係にある.

p = ps at z = 0 ,

p = 0 at z = ∞. (2-10-B-3)
14)左辺の第 3 項は地形性によって有効になる項である. 地形性が全く無いとすると φs は常に 0 となるためこの項は無
視される.
15)

dV
dt

= −∇pφ− fk× V + F .
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(2-10-B-2)と (2-10-B-3)と φ = gzより, (2-10-B-2)は以下のように変形できる.

P = −
∫ 0

ps

φ
dp

g
=

∫ ps

0

φ
dp

g
. (2-10-B-4)

この式を部分積分すると,

P =
∫ ps

0

φ
dp

g
=

φp

g

∣∣∣∣
ps

0

− 1
g

∫ ps

0

p
∂φ

∂p
dp (2-10-B-5)

となる (鉛直方向 pには gは変化しないと仮定している). この最後の項で (∂φ/∂p) dp = dφ とす

ることで本文の式が得られる.

(2-84)式の導出

続けて (2-84)式の導出を行う. p-座標系での静水圧の式 (2-59)と状態方程式より,

∂φ

∂p
= −α = −RT

p
(2-10-B-6)

となる. (2-10-B-6)を (2-10-B-5) に代入すると,

P = φsps/g +
1
g

∫ ps

0

RT dp (2-10-B-7)

となる. なお, φs = φ(x, y, ps, t) = gz(x, y, ps, t) である.

2-10-C 運動エネルギーの拡散

F = ∇2V という力が働いているとする. このとき V · F は
V · F = V · (∇2V

)

= vi
∂2vi

∂xj
2

=
∂

∂xj

{
vi

∂vi

∂xj

}
−

(
∂vi

∂xj

)2

=
∂

∂xj

{
1
2

∂v2
i

∂xj

}
−

(
∂vi

∂xj

)2

=
∂2

∂xj
2

{
1
2
v2

i

}
−

(
∂vi

∂xj

)2

= ∇2K −
(

∂vi

∂xj

)2

となる. この時, 右辺の第 1項を運動エネルギーの拡散, 第 2項を運動エネルギーの消散と呼ぶ.

2-10-D フラックスフォーム

以下のような式の形をフラックスフォーム (flux form)と呼ぶ.

∂A

∂t
+∇·(BV ) = C. (2-10-D-1)
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フラックスフォームの利点はある量の保存についてきれいに表すことができる点である. C = 0と
して, (2-10-D-1)をある空間 V で積分すると,

∫

V

∂A

∂t
dV +

∫

V

∇·(BV )dV = 0

となり, ガウスの法則によって,

∂

∂t

∫

V

AdV +
∫

S

BV · dS = 0,

∂

∂t

∫

V

AdV +
∫

S

BV · ndS = 0

と表すことができる. (nは空間 V の表面 S に垂直な単位ベクトルである). この式は, ある空間 V

の内部のある量 Aは V の表面 S から出入りする BVn(Vn = V · n)の量によって決まることを意
味している.

もう一度 (2-10-D-1)を見てみる. BV はフラックス (flux)と呼ばれる量で, ∇·(BV )は流入流出の
差引による Aの収束発散量であることはさきほどの例からもわかるだろう. ちなみに C は生成消

滅項といい, フラックスでは書けない項の集まりである.

ここで以下の連続の式 (2-6)を思い出してみよう.

∂ρ

∂t
+∇·(ρV ) = 0.

これもフラックスフォームになっているのがわかるだろう.

2-10-E P , Iそれぞれのフラックスフォーム

本文では位置エネルギーと内部エネルギーが足し合わされたエンタルピーという量でフラックス

フォームの式を作った. では, 位置エネルギーと内部エネルギーでそれぞれフラックスフォームを
作ったらどうなるのだろうか? ここでは位置エネルギー P と内部エネルギー I でそれぞれフラッ

クスフォームを作り, 考察してみる.
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2-10-E-a 位置エネルギー P のフラックスフォーム

連続の式 (2-6) 16) を用いて位置エネルギーのフラックスフォームを導く. ここで位置エネルギー
は P = gzρ [J m−3] として考える.

∂ρ

∂t
+∇· (ρV ) = 0,

z
∂ρ

∂t
+ z∇· (ρV ) = 0,

∂

∂t
(zρ) +∇· (zρV )− ρ

{
∂z

∂t
+ V · ∇z

}
= 0,

∂

∂t
(gzρ) +∇· (gzρV ) = gρ

dz

dt
.

静水圧平衡の式を利用すると17),

∂P

∂t
+∇· (PV ) = gρ

dz

dt

= gρ
∂z

∂p

dp

dt

= gρ

(
−α

g

)
dp

dt

= −dp

dt

= − d

dt
(ρRT )

= −RT
dρ

dt
−Rρ

dT

dt

= −RT
dρ

dt
− ρ (cp − cv)

1
cp

(
Q +

1
ρ

dp

dt

)

= −RT
dρ

dt
− ρQ + ρ

cv

cp
Q− R

cp

dp

dt
(2-10-E-1)

となる.

16)

∂ρ

∂t
+∇· (ρV ) = 0.

17)ここでは

dz

dt
=

∂z

∂p

dp

dt

としている.
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2-10-E-b 内部エネルギー I のフラックスフォーム

エンタルピーのフラックスフォーム (2-86) 18) を用いて内部エネルギー I のフラックスフォーム

を導く. なお, z 鉛直座標系での内部エネルギー I = cvTρ [J m−3]を考える. マイヤーの関係式
cp = cv + Rより E = cpT = (cv + R)T = cpT + pαとなるので (2-86)は

d

dt
(cvT ) +

d

dt
(pα) = α

dp

dt
+ Q,

d

dt
(cvT ) = − d

dt

(
p

ρ

)
+

1
ρ

dp

dt
+ Q,

= −p
d

dt

(
1
ρ

)
+ Q

となり, 左辺を偏微分に展開すると,

∂

∂t
(cvT ) + V · ∇ (cvT ) = −p

d

dt

(
1
ρ

)
+ Q,

=
p

ρ2

dρ

dt
+ Q,

ρ
∂

∂t
(cvT ) + ρV · ∇ (cvT ) =

p

ρ

dρ

dt
+ ρQ,

∂

∂t
(cvTρ) +∇· (cvTρV )− cvT

{
∂ρ

∂t
+∇· (ρV )

}
=

p

ρ

dρ

dt
+ ρQ

となる. 連続の式 (2-6) 19) より第 3項目は消滅して,

∂

∂t
(cvTρ) +∇· (cvTρV ) =

p

ρ

dρ

dt
+ ρQ,

∂I

∂t
+∇· (IV ) = RT

dρ

dt
+ ρQ (2-10-E-2)

となる. これが内部エネルギーのフラックスフォームである.

2-10-E-c P + I のフラックスフォーム

(2-10-E-1)と (2-10-E-2)を足し合わせると,

∂(P + I)
∂t

+∇· {(P + I)V } = ρ
cv

cp
Q− R

cp

dp

dt
(2-10-E-3)

となる.
18)

∂E

∂t
+ V H · ∇HE + ω

∂E

∂p
=

RT

p
ω + Q,

∂E

∂t
+ V · ∇E = α

dp

dt
+ Q,

dE

dt
= α

dp

dt
+ Q.

19)

∂ρ

∂t
+∇· (ρV ) = 0.
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2-10-F 運動, 位置, 内部エネルギーの変換

本文では運動エネルギーK と位置エネルギー φの式 (2-82)とエンタルピーE 20) の式 (2-87)との
間でのエネルギーの変換については言及しているが, 3つのエネルギーのそれぞれの変換に関して
は触れていないのでここで議論してみる.

2-10-F-a 運動エネルギーのフラックスフォーム

運動エネルギーのフラックスフォームは本文の (2-81)である以下の式である.

∂K

∂t
+∇·(KV ) +

∂(Kω)
∂p

= −∇·(φV ) + φ∇·V + V · F
= −V · ∇φ + V · F . (2-10-F-1)

2-10-F-b 位置エネルギーのフラックスフォーム

単位質量あたりの位置エネルギーはジオポテンシャル φで考えることができる. 本文の式 (2-82)
21) から式 (2-81) 22) を引くと以下のジオポテンシャルのフラックスフォームの式が得られる23).

∇·(φV ) +
∂(φω)

∂p
= −RTω

p
+∇·(φV )− φ∇·V ,

∂φ

∂t
+∇·(φV ) +

∂(φω)
∂p

= −RTω

p
+ V · ∇φ. (2-10-F-2)

ちなみにこの式は連続の式にジオポテンシャル φを掛けた式 (式 (2-81)と式 (2-82)の間の式)と等
価である.

20)気象業界では内部エネルギー I の代わりにエンタルピー E を用いることが多い. なお, 内部エネルギーとエンタルピー
との間には以下の関係式が成り立つ.

E = I + RT

= I + pα.

この関係式を用いるとエンタルピー E = cpT のフラックスフォーム (2-87) から内部エネルギー I = cvT のフラックス
フォームの式を得ることもできる. 詳しくは 2-10-F-1 を参照のこと.
21)

∂K

∂t
+∇ · [(K + φ)V ] +

∂ [(K + φ)ω]

∂p
= −RTω

p
+ V · F .

22)

∂K/∂t +∇ ·KV + ∂(Kω)/∂p = −∇ · (φV ) + φ∇ · V + V · F .

23)∂φ/∂t はゼロなので本来は記述されない.
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2-10-F-c エンタルピーのフラックスフォーム

エンタルピーのフラックスフォームは本文の式 (2-87)そのものである.

∂E

∂t
+∇ · (EV ) +

∂(Eω)
∂p

=
RTω

p
+ Q. (2-10-F-3)

2-10-F-d エネルギーの変換項

(2-10-F-1), (2-10-F-2), (2-10-F-3)の 3式の右辺に注目してほしい. (2-10-F-1)と (2-10-F-2)の式
には V · ∇φの項があり, 符号が逆になっていることがわかる. つまり, zが増加すれば運動エネル

ギーが減少する代わりに位置エネルギーが増加し, 逆に zが減少すれば運動エネルギーが増加する

代わりに位置エネルギーは減少する.

次に (2-10-F-2)と (2-10-F-3)には両方にRTω/pの項があることに注目する. ここでは例えば空気
塊が上昇することを考える. 上昇するということは ω < 0 24) であることに注意してほしい. 上昇
するということは位置エネルギーは増加する. また, 上昇するのに伴い温度は下がるのでエンタル
ピーEは減少する. 空気塊が下降する時は当然これと逆のことが起こる. このことが (2-10-F-2)と
(2-10-F-3)において RTω/pの項が及ぼす影響である.

つまり, 運動エネルギーと位置エネルギーは−V · ∇φ の項で変換され, 位置エネルギーとエンタル
ピー (つまりは内部エネルギー)はRTω/pの項で変換される. この 3つのエネルギーを足し合わせ
ると, 当然これらの項は打ち消し合ってなくなるわけである.

2-10-F-e 内部エネルギーのフラックスフォーム

単位質量あたりの内部エネルギー I = cvT [J/kg]のフラックスフォームを (2-87)から導出してみ
る. マイヤーの関係式 cp = cv + Rより E = cpT = (cv + R)T = cpT + pαとなるので (2-86)は

dE

dt
=

RTω

p
+ Q,

d

dt
(cvT ) +

d

dt
(pα) = α

dp

dt
+ Q,

d

dt
(cvT ) = − d

dt

(
p

ρ

)
+

1
ρ

dp

dt
+ Q,

= −p
d

dt

(
1
ρ

)
+ Q,

∂I

∂t
+ V · ∇I + ω

∂I

∂p
= −p

d

dt

(
1
ρ

)
+ Q,

∂I

∂t
+∇·(IV ) +

∂(Iω)
∂p

− I

{
∇·V +

∂ω

∂p

}
= −p

d

dt

(
1
ρ

)
+ Q.

24)p-座標系は (z-座標系で言うところの) 下向きなので上昇流は ω < 0 である.
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となる. 連続の式 (2-60) 25) より,

∂I

∂t
+∇·(IV ) +

∂(Iω)
∂p

= −p
d

dt

(
1
ρ

)
+ Q

となる. これが内部エネルギーのフラックスフォームである. この式とエンタルピーのフラックス
フォームを見比べてみると, 位置エネルギーとの変換という点に関してはエンタルピーのフラック
スフォームの方が取り扱いやすいことがわかるだろう.

25)

∇·V +
∂ω

∂p
= 0. (2-10-F-4)
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2-11 有効位置エネルギー

自然界ではよくあることだが, 様々な種類の位置エネルギーが単に存在するだけではそれらが他
の形態のエネルギーに変換でき得るとは限らない. 大気作用に関する状態を明確にするために,
Lorenz(1955) は有効位置エネルギー (available potential energy) という量を定義した. この量は
ある時間にあたえられた大気の全位置エネルギーとその温度場を断熱的に再配置して安定成層状態

にしたと仮定して得られた仮想状態の全位置エネルギーの差である. なお, 安定成層状態では p-面
と T -面, および θ-面は一致する.

ここでまず, Lorenzの仮想的安定成層状態では位置エネルギーから運動エネルギーへのエネルギー
変換はおこなわれないことを確認する. (2-82)より, 閉じた領域内で位置エネルギーが運動エネル
ギーに変換される速度は積分 −(R/g)

∫∫∫
(Tω/p)dxdydp で得られる1). これは等圧面上の T と ω

の共分散2) Tω の鉛直方向の積分に比例する (共分散は Tω = T ′ω′ + Tω と変形できる3)). つま
り, Tω = 0となればそれ以上エネルギーの変換はおこなわれないことになる. 以下では等圧面上
で Tω = 0となることを示す. Lorenzの大気の仮想的な安定成層状態では温度は等圧面上で一定で
ある4). つまり等圧面上では T ′ = 0であるのだから, Tω = Tωとなる. 次に, 鉛直方向に積分した
p-座標系における連続の式 (2-61)にガウスの定理を使う. (2-61)を水平面方向に積分すると,

ω

∫∫
dxdy =

∫∫
ωdxdy = −

∫∫∫ p

0

∇p · V dxdydp (2-93)

となる5). この式の最後の項は, 面が閉じている (水平面の境界が無い)場合か, もしくは境界面に
おける速度 Vn(境界の線から外向きの速度) が無い時にゼロとなる6). このことから閉じられた等
圧面上では

∫∫ ∇p · V dxdy = 0 となり, つまり ω = 0となる. つまり, 大気を非断熱的に再配置し
た仮想状態では Tω = Tω = 0 となる. このことはもうこれ以上位置エネルギーが運動エネルギー
に変換されることは無いことと等しい.

ある任意の状態の大気の位置エネルギーと理想的な仮想状態の大気の位置エネルギーとの差を有効

位置エネルギーと呼ぶことは前述した. 後者へは非断熱的に達し, それ以上の運動エネルギーの変
換はあり得ないことから, このエネルギーの差は運動エネルギーに変換可能な全位置エネルギーの
一部であり, 有効位置エネルギーという名前が実にふさわしいものだとわかるだろう7).

有効位置エネルギー Aの数理的な式を導く. 簡単化のため, 地形性は無視して地表面圧力は ps =
1000mb とし, 温位 θ = T (ps/p)κ を導入する. 全位置エネルギーの式 (2-85)に温位を導入すると,
全位置エネルギー (Total Potential Energy) TPE は

TPE = (cp/g)
∫ ps

0

T dp + g−1φsps = g−1cpp
−κ
s

∫ ps

0

θpκ dp + φsps/g

1)ρ dxdydz = −dxdydp/g を利用
2)見た通り, T と ω の積の等圧面上 (x-y 面上) での平均値である.
3)共分散の変形に関しては 2-11-C を参照のこと.
4)p-面と T -面が一致することは前述した.
5)ω は ω の水平面での平均値を表す.
6)(2-89) 式において第 2 項がそのままゼロとならなかったのは (K + E + φ) という変数が含まれていたからである.
7)「基準状態」はいくらか任意性が混じったものになる. なぜなら, 自然の過程においてそれに達するという保証が無い

からである.
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となる. ここでは κ = R/cp である. 次に部分積分をおこなうと以下の式が得られる8).

TPE =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

[
(θp1+κ)ps

0 +
∫ θT

θS

p1+κ dθ

]
+ φsps/g

定数項を無視し9) , 大気の全位置エネルギーの領域内での平均をとる10) . 領域内での平均をバー
で表すと,

TPE =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

∫
p1+κ dθ (2-94)

となる. ここでは鉛直座標に温位を用いている. 次に Lorenzの仮想的な安定成層状態を考える. 大
気が Lorenzの仮想状態に再配置されている場合の等温位面上の圧力を p̃とおく11). なお, この圧
力 p̃は初期の圧力分布の平均値 p と等しい. 領域内の有効位置エネルギーは (2-94)と仮想状態に
おける TPE との差なので,

A =
cpp

−κ
s

g(1 + κ)

∫ (
p1+κ − p̃1+κ

)
dθ (2-95)

となる12).

これを使いやすい形にするために, p = p̃ + p′ とし, p1+κ に代入して展開すると,

p1+κ = (p̃ + p′)1+κ = p̃1+κ +
(1 + κ)p̃κp′

1!
+

κ(1 + κ)p̃κ−1p′2

2!
+ · · ·

となる. 領域平均をとると, 右辺の真中の項は消える. この結果13) を (2-95)に代入すると,

A
.=

1
2
κcpg

−1p−κ
s

∫ θT

θS

p̃κ−1p′2 dθ

=
1
2
κcpg

−1p−κ
s

∫ θT

θS

p̃1+κ(p′/p̃)2 dθ (2-96)

となる14). このように, 領域内の有効位置エネルギーは等温位面上の圧力の変化に依存する15). こ
れは同様に, 圧力面における θ(または T )の変化に密接に関係するということである. p̃-面上での
温位と温度の平均を θ̃(= θ)や T̃ (= T ) とすると,

p
.= p̃[θ(p)] and p′ .= p̃(θ + θ′)− p̃(θ) = θ′∂p̃/∂θ

8)ここでは地表面 (p = ps) では θ = θS , 大気上端 (p = 0) では θ = θT である.
9)後述するが, 有効位置エネルギーはある状態での位置エネルギーと理想的な安定成層状態での位置エネルギーの差に

よって求めるので定数項は省いて考える.
10)ここまでの TPE は単位面積で地表から大気上端までの高さを持つ円柱内の全位置エネルギーを考えていた. ここで
の領域内での平均とは, 大気の全面積の平均を意味する.
11)ここでは仮想安定成層状態の大気の物理量はチルダ (˜) で, 平均値は上線 (¯) で表すことにする.
12)p1+κ と p1+κ(= p̃1+κ) との違いに関しては 2-11-A 参照.
13)

p1+κ − p̃1+κ =
κ(1 + κ)p̃κ−1p′2

2!
.

p̃ À p′ のため, これより後ろの項は無視している.
14)

p̃κ−1p′2 = p̃κ+1 p′2

p̃2
= p̃κ+1

�
p′2

p̃2

�
= p̃κ+1

�
p′

p̃

�2

.

15)等温位面上で圧力が一切変化しない場合は安定成層状態 (つまりは Lorenz の仮想状態) なので有効位置エネルギーは
ゼロになる.
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となる16). このため (p′/p̃)2 = (1/p̃2)(θ′ ∂p̃/∂θ)2 = (1/p̃2)θ′2(∂p̃/∂θ)2 となる. これらを (2-96)に
代入すると,

A =
1
2
κcpg

−1p−κ
s

∫ θT

θS

p̃κ

p̃
θ′2

(
∂p̃

∂θ

)2

dθ

=
κcp

2gpκ
s

∫ 0

p̃s

p̃(κ−1)θ̃2

(
θ′

θ̃

)2 (
∂p̃

∂θ

)
dp (2-97)

という形になる. ここで, 以下の関係式を用いる17).

(∂p̃/∂θ)κθ̃/(γdp̃) = −1/(γd − γ̃), γ = −∂T/∂z, γd = g/cp,

θ̃ = T̃ (ps/p̃)κ and θ′/θ̃
.= T ′/T̃ .

これらを (2-97)に代入すると以下のような Aの最終的な形を導くことができる18).

A
.=

1
2

∫ ps

0

T̃

γd − γ̃

(
T ′

T̃

)2

dp. (2-98)

なお, γ は逓減率19) , γd は乾燥断熱減率20) である21).

典型的な場合で考えると, γ
.= 2γd/3, T ′2 = (15◦)2 となる. この場合は

A/TPE ∼ 1/200 (2-99)

である22). 運動エネルギーに変換されるのは全位置エネルギーの 1パーセントに満たない. 単位面
積の大気の円柱の運動エネルギーK と全位置エネルギー TPE はそれぞれ,

K =
1
2g

∫ ps

0

V 2 dp, TPE =
cv

gR

∫ ps

0

c2 dp (2-100)

となる. ここで c2 = cpRT/cv は音速の二乗である. (単位は c [m/s]である) 23).

V/c ∼ 1/20の平均をとって大雑把に見積もると

K/TPE ∼ 1/2000 and K/A ∼ 1/10 (2-101)
16)右の関係式は以下のテイラー展開の式

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

+
f (n+1)(a + θ(x− a))

(n + 1)!
(x− a)n+1, (0 < θ < 1)

に, f(x) = p̃(x), x = θ + θ′, a = θ を代入し, 更に θ′ は微小であることから θ′ の 2 乗以上の項を除外すると,

p̃(θ + θ′) ' p̃(θ) + θ′
∂p̃

∂θ

となることから得られる.
17)1 つ目の関係式の導出については 2-11-D 参照. 2 つ目の関係式は等圧面上 (p̃ = 一定) で成り立つ式である.
18)詳細な計算は 2-11-B 参照.
19)高度の上昇につれ温度が低下する割合.
20)乾燥大気 (つまり潜熱が発生しない状況) で断熱的に空気塊を上昇させた時の温度が下がる割合.
21)この有効位置エネルギーの式に関して 2-11-E で考察している.
22)この値の実際の導出に関しては 2-11-F を参照のこと.
23)R, cv , cp の単位は全て [J kg−1 K−1] である. また, 運動エネルギーは K = (1/2)

R
ρV dz を ρ dz = (1/g)dp の

関係式で変形することからわかる. 全位置エネルギーに関しては, c2 = cpRT/cv を (2-100) の後ろの式に代入すると
TPE = (cp/g)

R
Tdp となり, TPE を導入した式と同様になることからわかるだろう.
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となる24). このように, 運動エネルギーに変換される有効位置エネルギーは全位置エネルギーのほ
んの一部に過ぎない. しかし, それでも有効位置エネルギーは観測される運動エネルギーのおよそ
10倍はある. 運動エネルギーが発生しない場合, それは有効位置エネルギーとして定義されている
エネルギーが足りないのではなく, エネルギーを開放するようなメカニズムが無いからである.

天気予報の数値計算スキームにおいて, TPE の誤差がたった 0.01パーセントであってもそれを運
動エネルギーの量から見ると運動エネルギーの 20パーセントにもなるようなエネルギー誤差量と
なる. これは当然許容範囲外の誤差である.

天気予報において, これは当然許容範囲外の誤差である.

保存則は (2-87)から (2-92)において Eの代わりに Aを使ったものが考えられる. しかしここでは
取り上げない.

一方で, どんな場合にせよ非線形な移流項は運動エネルギーを生み出さない. そのため移流項の正
しい数値的な取扱方は誤った運動エネルギーの発生を避けることである.

2-11-A p1+κと p1+κとの違い

ここでは全大気は n本の円柱 (単位面積で高さは地表面から大気上端まで)で構成されていると考
える. 円柱には k = 1～nと番号付けする. k番目の円柱の圧力を pk(θ)とすると, 各円柱の全位置
エネルギー TPEk は

TPEk = α

∫
p1+κ

k dθ

となる. なお, α = cpp
−κ
s /g(1 + κ)であり, 定数項は無視している.

よって, 全位置エネルギーの平均 TPE は

TPE = α
1
n

n∑

k=1

∫
p1+κ

k dθ

= α

∫
1
n

n∑

k=1

p1+κ
k dθ

となる. ここで, p1+κ =
1
n

n∑

k=1

p1+κ
k とおくことで式 (2-94)となる.

一方, Lorenzの仮想状態では本文のとおり「等温位面上の圧力 p̃は初期の圧力分布の平均値 (pと
する) と等しい」ので, p1(θ) = p2(θ) = · · · = pn(θ) = p(θ) となる. このため, 全位置エネルギー
の平均は

TPE = α
1
n

n

∫
p̃1+κ dθ

= α

∫
p̃1+κ dθ

24)運動エネルギーと全位置エネルギーの比の導出に関しては 2-11-G 参照.
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となる.

2-11-B (2-98)式の導出

(2-97)から以下の 5つの関係式を用いて (2-98)を求める. (単純な計算だけど).

(∂p̃/∂θ)κθ̃/(γdp̃) = −1/(γd − γ̃),

γ = −∂T/∂z,

γd = g/cp,

θ̃ = T̃ (ps/p̃)κ,

θ′/θ̃
.= T ′/T̃ .

(2-97)を変形する.

A =
κcp

2gpκ
s

∫ 0

ps

p̃(κ−1)θ2

(
θ′

θ̃

)2 (
∂p̃

∂θ

)
dp.

ここで θ̃ = T̃ (ps/p̃)κ, θ′/θ̃
.= T ′/T̃ , γd = g/cp を使うと,

A =
1
2

cp

g

κ

pκ
s

∫ 0

ps

p̃κ

p̃
T̃

(
ps

p̃

)κ

θ̃

(
T ′

T̃

)2 (
∂p̃

∂θ̃

)
dp

=
1
2

1
pκ

s

∫ 0

ps

κ

γd

θ̃

p̃

(
∂p̃

∂θ̃

)
p̃κ pκ

s

p̃κ
T̃

(
T ′

T̃

)2

dp

となる. 最後に (∂p̃/∂θ)κθ̃/(γdp̃) = −1/(γd − γ̃) を使うと,

A =
1
2

∫ 0

ps

− 1
γd − γ

T̃

(
T ′

T̃

)2

dp

=
1
2

∫ ps

0

T̃

γd − γ

(
T ′

T̃

)2

dp

となる.

2-11-C 共分散の変形

ある等圧面上における温度 T (x, y)と鉛直速度 ω(x, y)の共分散 Tωの変形 Tω = T ′ω′ + Tωにつ

いて考察する.

T と ωをそれぞれ基本場 (x-y平面における平均値) T , ωと擾乱場 (平均値からのずれ)T ′, ω′に分

けて表現すると,

T (x, y) = T + T ′(x, y), ω(x, y) = ω + ω′(x, y)
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となる. よって, T と ωの積 Tωは,

T (x, y)ω(x, y) =
(
T + T ′(x, y)

)
(ω + ω′(x, y))

= Tω + T ′(x, y)ω + Tω′(x, y) + T ′(x, y)ω′(x, y)

となる. 更にここで Tωの平均をとると,

T (x, y)ω(x, y) = Tω + T ′(x, y)ω + Tω′(x, y) + T ′(x, y)ω′(x, y)

となる. T と ωは既に x, yに依存しない平均値となっているため,

T (x, y)ω(x, y) = Tω + T ′(x, y)ω + Tω′(x, y) + T ′(x, y)ω′(x, y)

となる. 擾乱場の平均値はその定義から考えて T ′ = 0, ω′ = 0となる. よって以下の関係が成り
立つ.

Tω = Tω + T ′ω′.

2-11-D 逓減率と乾燥断熱減率の関係式

関係式

(∂p̃/∂θ)κθ̃/(γdp̃) = −1/(γd − γ̃) (2-11-D-1)

を導出する. なお, γ = −∂T/∂z, γd = g/cp である. 静水圧平衡の式 (2-12)より以下の関係式

∂

∂z
= −gρ̃

∂

∂p
(2-11-D-2)

を用いると

γ̃ = gρ̃
∂T̃

∂p

となる25). ここで温位, 温度, 圧力の関係式 T̃ = θ̃(p̃/ps)κ を代入すると,

γ̃ = gρ̃
∂

∂p

{
θ̃

(
p̃

ps

)κ}

= gρ̃p−κ
s

{
p̃κ ∂θ̃

∂p
+ θ̃

∂ p̃κ

∂p

}

= gρ̃p−κ
s

{
p̃κ ∂θ̃

∂p
+ κθ̃p̃κ−1

}

= gρ̃

{(
p̃

ps

)κ
∂θ̃

∂p
+

(
p̃

ps

)κ 1
p̃
κθ̃

}

となる. ここで (p̃/ps)κ = T̃ /θ̃ を代入すると,

γ̃ = gρ̃

{
T̃

θ̃

∂ θ̃

∂p
+

T̃

θ̃

1
p̃
κθ̃

}

= gρ̃
T̃

θ̃

∂ θ̃

∂p
+ gρ̃

T̃

p̃
κ

25)本文と同様, チルダ (˜) は安定成層状態での物理量を表す.
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となる. ここで状態方程式 p̃ = ρ̃RT̃ を代入すると,

γ̃ =
gp̃

Rθ̃

∂ θ̃

∂p
+ κ

g

R

となり, κ = R/cp であることから

γ̃ =
γdp̃

κθ̃

∂ θ̃

∂p
+

g

cp
(2-11-D-3)

である. この (2-11-D-3)を (2-11-D-1)の左辺に代入すると,

− 1
γd − γ̃

= 1
/(

γdp̃

κθ̃

∂ θ̃

∂p

)

=
∂p̃

∂θ

κθ̃

γdp̃

となり, (2-11-D-1)は導出された. なお, ここの議論では岸保 (1982)と Peixoto(1992)を参照した.

2-11-E 有効位置エネルギーの式に関しての考察

以下の有効位置エネルギーの式 (2-98)に関してちょっと考察してみる.

A
.=

1
2

∫ ps

0

T̃

γd − γ̃

(
T ′

T̃

)2

dp.

(
T ′

T̃

)2

: 平均温度に比べて擾乱が大きいほど有効位置エネルギーは大きくなる. (擾乱自体が

大きくても平均温度も大きいとそれほど有効位置エネルギー) は大きくならない.

T̃ : 平均温度が高いほど有効位置エネルギーは大きい.

1/(γd − γ̃): 逓減率が大きいほど (乾燥断熱減率に近付くほど) 有効位置エネルギーはおおきく
なる.

2-11-F 有効位置エネルギーと全位置エネルギーの比

本文 (2-99) A/TPE = 1/200を導出してみる. Aと TPE の比較には以下の式:

A =
1
2

∫ ps

0

T

γd − γ

(
T ′

T

)2

dp ∼ 1
2

T

γd − γ

(
T ′

T

)2

ps,

TPE =
cp

g

∫ ps

0

Tdp ∼ 1
γd

Tps

を使う.
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γ = 2γd/3, T ′2 = 152, T = 270と仮定すると,

A/TPE =

(
1
2

T

(1/3)γd

(
T ′

T

)2

ps

)/ (
1
γd

Tps

)

=
3
2

(
T ′

T

)2

=
3
2

(
1
18

)2

=
1

216
' 1

200
(2-11-F-1)

となり, (2-99)を求めることができた.

2-11-G 運動エネルギーと全位置エネルギーの比

本文の式 (2-101) K/TPE ∼ 1/2000を導出する. 本文より V/c ∼ 1/20を仮定する. また 2原子分
子の定積比熱 cv は自由度が 5であることから (5/2)Rなので,

K/TPE =
(

1
2g

∫ ps

0

V 2dp

) / (
cv

gR

∫ ps

0

c2dp

)

∼
(

1
2g

V 2ps

) /(
cv

gR
c2ps

)

=
(

1
2g

V 2ps

) /(
5
2g

c2ps

)

∼ 12
/ (

5× 202
)

= 1/2000

となり, 運動エネルギーと全位置エネルギーが得られた.
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2-12 渦度と発散の方程式

地球物理の力学の研究を目的とする場合や数値計算などの場合, 水平面ベクトル運動方程式 (もし
くは 2つのスカラー成分の方程式) を渦度 (vorticity)と発散 (divergence)という別の 2つのスカ
ラーの方程式に取り換えて用いる方が便利な場合が多い.

2-12-1 渦度方程式

三次元のベクトル渦度は単純に速度ベクトルの回転をとったものである. これは角速度の概念を一
般化したものである. 立体の回転の場合は渦度は単純に角速度の 2倍である1). 大気の大規模な流
れでは水平面速度に比べ鉛直方向速度は数桁小さく, 流れは準水平面であると考える. このことと
大規模な系での力学の性質から, 渦度の鉛直成分がもっとも重要なものであることがわかる. その
結果として, 水平面の風速とその渦度の鉛直成分 ζ = k · ∇ × V [m/s2] が普通は必要となる. ちな
みに, 球面座標で渦度を表現すると以下のようになる2).

ζ = (1/a cosϕ)∂v/∂λ− a−1∂u/∂ϕ + u tan ϕ/a. (2-102)

ζ の時間変化の式を導くには, (2-16)と (2-17)をベクトル形式で記述し3), 本論文の最後に掲載さ
れている数学公式 (A-9) 4) を使うのが便利である. 変形した式は以下のように書ける.

dV

dt
=

∂V

∂t
+∇(V 2/2) + ζk × V + w

∂V

∂z
= −α∇p− fk × V + F (2-103)

1 2 3 4 5 6

ここで f = 2Ω sin ϕはコリオリ・パラメータである. また, V および ∇は水平面での速度と微分
演算子である. 便利なように, η ≡ ζ + f と定義し5), 3つ目と 6つ目の項を足し合わせて ηk × V

とする. そして, 方程式全体を k · ∇×で演算する. 付録の数学公式のベクトル演算を使うと簡単な
式にできる. 例えば, 勾配の回転をとるとゼロになるので6) 2つ目の項は消える. 以下のもの7) を

除けば, 大半の項の計算は簡単である.

k · [∇× (ηk × V )] = k · [ηk∇ · V − V ∇ · ηk − (ηk · ∇)V + (V · ∇)ηk]

k · ∇ = 0 8) であることから, 右辺の真中の 2つの項は消える.
1)この「渦度が角速度の 2 倍」という表現に関しては 2-12-C を参照のこと.
2)1 章 7 節の

(∇× V )k = (1/r cos ϕ) [∂v/∂λ− (∂/∂ϕ)(u cos ϕ)]

から導出できる.
3)実際は (2-11) の形にしてから代入すると良い ((2-11) 自体は地球近似がまだおこなわれていない.)
4)(V · ∇)V = ∇(V 2/2) + ζk × V
5)η [m/s2] は絶対渦度 (absolute vorticity) と呼ばれる量で, 渦度 ζ(絶対渦度との区別のために相対渦度 (relative

vorticity) と呼ばれることもある) とコリオリ・パラメータ f (惑星渦度 (planetary vorticity) とも呼ばれる) を足し合わ
せたものである.

6)付録の数学公式 (A-2) より ∇×∇a = 0.
7)以下の付録の数学公式 (A-7) を利用する.

∇× (A×B) = A∇ ·B −B∇ ·A+ (B · ∇)A− (A · ∇)B

8)∇ の鉛直成分はゼロであることに注意.
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その結果が以下の渦度方程式 (vorticity equation)となる9).

∂ζ

∂t
+ V · ∇η + w

∂ζ

∂t
= −η∇ · V − k · ∇w × ∂V

∂z
+ k · ∇p×∇α + k · ∇ × F .

1 3, 6 4 3, 6 4 5 (2-104)

ここでの番号は (2-103)での番号と対応している10). この方程式を普通の形にするため, ∂f/∂t =
∂f/∂z = 0 を利用する. すると, (2-104)は以下のようになる.

∂(ζ + f)
∂t

+ V · ∇(ζ + f) + w
∂(ζ + f)

∂t

= −(ζ + f)∇ · V − k · ∇w × ∂V

∂z
+ k · ∇p×∇α + k · ∇ × F . (2-105)

この式の左辺はちょうど d(ζ + f)/dtとなる.

2-12-2 発散の方程式

3次元の発散は ∇3 · V 3 である. しかしながら, 普段は水平面の発散, D = ∇ · V , に分けて用い
ることが多い. 理由は明らかであろう. ちなみに, 球面座標では ∇ · V = (1/a cosϕ)∂u/∂λ +
a−1∂v/∂ϕ− v tanϕ/a である11).

D の時間の偏微分の式は水平面での運動方程式の 2次元発散をとることで得ることができる. ま
ずは,

∂D

∂t
+∇ · [(V · ∇)V ] +∇ · (fk × V ) +∇w · ∂V

∂z
+ w

∂D

∂z
= −∇ · (α∇p) +∇ · F (2-106)

となる.

9)渦度方程式の各項の意味については 2-12-B を参照.
10)上記の計算に用いた関係式を羅列する.

k · ∇ × ∂V
∂t

=
∂ζ

∂t
,

k · ∇ × w
∂V
∂z

= k ·
�
w∇× ∂V

∂z
+∇w × ∂V

∂z

�
= w

∂ζ

∂z
+ k ·

�
∇w × ∂V

∂z

�
,

k · ∇ × (α∇p) = k · [α∇×∇p +∇α×∇p]

= −k · [∇p×∇α] .

なお, 2, 3 式目は本論文の最後に掲載されている数学公式のような以下の関係式を利用している.

∇×∇a = 0, ∇× (aA) = a∇×A+∇a×A, A×B = −B ×A.

11)2 次元の発散の式は

∇ ·A =
1

h1h2

�
∂

∂x1
(h2A1) +

∂

∂x2
(h1A2)

�
である. 球面座標で考えると, x1 = λ, x2 = ϕ, h1 = a cos ϕ, h2 = a, A1 = u, A2 = v なので, 本文のような 2次元の
発散の式が求められる.
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しかし, 利用のためにはこの方程式をさらに展開し, 最終的には重要度の低い項を除外して単純化
する必要がある. 特に水平面の移流項が含まれていることに注意する. (2-106)を変形すると,

∂D

∂t
+ V · ∇D + w

∂D

∂z
+∇w · ∂V

∂z
+ D2 − 2J(u, v) + (k × V ) · ∇f

−fζ = −∇·(α∇p) +∇·F (2-107)

となる12). ここで J(u, v) = (∂u/∂x)(∂u/∂y) − (∂u/∂y)(∂v/∂x) であり, ヤコビアン (Jacobian)
と呼ばれる. なんらかの利点が無い限りは, 2つのスカラーの水平面運動方程式をわざわざ更に高
次の渦度と発散の偏微分方程式に置き換える理由は無い. この公式化による利点としては, ある物
理過程を保った状態での近似を簡単にすることが挙げられる. より具体的に言うと, 近似は次に挙
げる目的のために行われる. 1つ目は, 力学的解析を簡単にするため, 2つ目は, ある特定の運動に
フィルターをかけたり, 除外したりするため, 3つ目は, 数値予報モデルを簡単にするため, あるい
はなんらかの他の目的のためである.

(2-107)の始めの 5項は小さく, 大抵は無視できる. また, 始めの 3項を落とすことで, ある種の擾
乱を除去することができる. 同様に, 渦度方程式 (2-105)では鉛直速度を含む項とメトリック項13),
そして ζ∇·V はよく無視される. これらのような様々な項の排除はスケーリングによって適当な仮
定が与えられている時には行うことができる. このことは第 4章で登場する.

ここで得られた渦度と発散の方程式は鉛直座標系として zを含んでいる. 次では他の鉛直座標を考
える. これによって方程式の形にも変化がでてくる. 特に, よく使われる鉛直座標系 pではいくつ

かの単純化が可能となる. 例えば, 水平面圧力は−∇φという形になる14). よって, k · ∇ ×∇φ = 0
となる15). このようにして, 発散の式 (2-107)の右辺の最初の項は −∇2φとなり, 式 (2-104)での
k · ∇p×∇αに対応するような項は無くてすむ.

2-12-A 発散の式の変形

式 (2-106)から式 (2-107)への式変形について解説する.

(2-106)と (2-107)を比べると式 (2-106)の

∇· [(V · ∇)V ] +∇· (fk × V ) (2-12-A-1)

と, (2-107)の

V · ∇D + D2 − 2J(u, v) + (k × V ) · ∇f − fζ (2-12-A-2)

12)この式変形に関しては 2-12-A 参照.
13)(2-102) における u tan ϕ/a の項など.
14)1-9-1 の式 (2-58) 参照.
15)発散の回転なのでゼロとなる.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



72 数値予報モデルのための気象力学 2-12 渦度と発散の方程式

とは等しいはずである. まず, (2-12-A-1)の第 1項目から計算する.

∇· [(V · ∇) V ] = ∇·
[(

u
∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
ui +

(
u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
vj

]

=
∂

∂x

(
u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
u +

∂

∂y

(
u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
v

=
∂

∂x

(
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
+

∂

∂y

(
u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)

=
(

∂u

∂x

)2

+ u
∂2u

∂x2
+

∂v

∂x

∂u

∂y
+ v

∂2u

∂x∂y

+
∂u

∂y

∂v

∂x
+ u

∂2v

∂x∂y
+

(
∂v

∂y

)2

+ v
∂2v

∂y2
. (2-12-A-3)

次に, (2-12-A-2)の第 1項目を計算する.

V · ∇D =
(

u
∂

∂x
+ v

∂

∂y

)(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)

= u
∂

∂x

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
v

∂

∂y

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)

= u
∂2u

∂x2
+ u

∂2v

∂x∂y
+ v

∂2u

∂x∂y
+ v

∂2v

∂y2
. (2-12-A-4)

(2-12-A-2)の第 2項目は,

D2 = (∇·V )2

=
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y

)2

=
(

∂u

∂x

)2

+ 2
∂u

∂x

∂v

∂y
+

(
∂v

∂y

)2

(2-12-A-5)

となる. 最後に, (2-12-A-2)の第 3項目は,

−2J(u, v) = −2
∂u

∂x

∂v

∂y
+ 2

∂u

∂y

∂v

∂x
(2-12-A-6)

となる. (2-12-A-4), (2-12-A-5), (2-12-A-6)より, (2-12-A-3)は

∇· [(V · ∇)V ] = V · ∇D + D2 − 2J(u, v) (2-12-A-7)

となる.

次に, (2-12-A-1)の第 2項目を計算する. 付録の数学公式 (A-3) ∇ · (aA) = a∇·A−A · ∇a より,

∇· (fk × V ) = f∇·(k × V ) + (k × V ) · ∇f (2-12-A-8)

となる. ここで, (2-12-A-8)の右辺第 2項は (2-12-A-2)の第 4項と一致するので, (2-12-A-8)の右
辺第 1項が (2-12-A-2)の第 5項と一致することを確かめれば良い. (2-12-A-8)の右辺第 1項を変形
すると, 付録の数学公式 (A-6) ∇·(A×B) = B · ∇ ×A−A · ∇ ×B より,

f∇·(k × V ) = fV · (∇× k)− fk · (∇× V )

= −fζ (2-12-A-9)

となる. kは時間変化しないため, ∇× k = 0となった.

(2-12-A-7), (2-12-A-8), (2-12-A-9)より式 (2-106)を (2-107)に変形できた.
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2-12-B 渦度方程式の各項の意味

以下の渦度方程式 (本文で言う所の (2-105)式)の各項の意味について考える.

d(ζ + f)
dt

= −(ζ + f)∇·V − k · ∇w × ∂V

∂z
+ k · ∇p×∇α + k · ∇ × F . (2-12-B-1)

2-12-B-a 発散項 (divergence term)

(2-12-B-1)の右辺第 1項−(ζ + f)∇·V は発散項 (divergence term)と呼ばれる. これは回転してい
る質点が角運動量を保存しながら, その回転半径を変化させると角速度が変化することに似ている.
発散が正であることは, 質点の回転半径が増大することに相当する. ふつう天気図で見られるよう
な大規模な運動では絶対渦度 (ζ + f) は正であるから, 発散は絶対渦度を減少させ, 収束は絶対渦
度を増加させる (図 2-12-B-1参照).

x

y

wind

coriolis force

vorticity

図 2-12-B-1: 発散と収束による渦度の発生 (絶対渦度を正と仮定)

2-12-B-b 立ち上り項 (tilting term)

(2-12-B-1)の右辺第 2項 −k · ∇w × ∂V /∂z は立ち上り項 (tilting term or twisting term)と呼ば
れる16). 鉛直速度が平面内で一様でないため, 始め水平方向に向いていた渦の軸が鉛直方向に立
ち上がり, 渦度の鉛直成分が変化する効果を示す17). −k · ∇w × ∂V /∂z をスカラー表記すると

−∂w

∂x

∂v

∂z
+

∂w

∂y

∂u

∂z
となる. まず, −∂w

∂x

∂v

∂z
の項を考える. ここでは vが上にいくにつれて減少し,

wが x方向に増加している場合を考える. この場合, −∂w

∂x

∂v

∂z
は正となり, 絶対渦度 (ζ + f)は増加

16)傾斜項とも呼ばれる.
17)式からも自明なことだが鉛直速度が一様な場合は渦が立ち上がることも無いため, この項は消滅する.
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する. これを図 2-12-B-2で考えてみる. ∂v/∂z が負であることから図にあるような x方向に伸び

る渦の管ができる. さらに ∂w/∂xが正であることからこの渦管が図の太矢印の方向に回転し, 立ち
上がる. 渦の回転方向から考えて, この結果渦度が増加することがわかるだろう. (∂w/∂y)(∂u/∂z)
の項に関しても同様に考えることができる. ちなみにこの項はメソ気象の竜巻の発生を議論する時
に重要な役割りを果たすと言われる.

z
y

x

v
∆v
∆z

<0

∆w
∆x

>0

図 2-12-B-2: v の z 方向変化によって x 方向に平行な渦管が生じ, それがさらに w の x 方向の変化に

よって立ち上がって鉛直方向の渦度成分を作る.

2-12-B-c ソレノイド項 (solenoidal term)

(2-12-B-1) の右辺第 3 項 k · ∇p × ∇α はソレノイド項 (solenoidal term) と呼ばれる. これは図
2-12-B-3で考えると簡単である. (a)では等 p面と等 α面が交差している. 圧力勾配によって流れ
が生じる訳だが, この際に (a)のような密度構造になっていると, 密度の差によって流れに差がで
き, その結果として渦が生じる. これがソレノイド項の効果である. これに対して (b)では等 p面

と等 α面が平行になっている. この場合には流れに差はできず, 渦は生じない.

ちなみに, 鉛直座標に pをとった場合, 当然のように∇pp = 0となり, ソレノイド項は消滅する. こ
れは本節の最後でも述べられていることである.

これらの解説には小倉 (1978), 小倉 (2000), Peixoto(1992) を参照した.
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図 2-12-B-3: (a)では等 p面と等 α面が交差しているため, 渦が生じる. これに対し, (b)では等 p面と等

α 面が平行になっているため渦は生じない. (Peixoto, J. P. and A. H. Oort, 1992: Physics of Climate.

Springer-Verlag, 520pp. より)

2-12-C 渦度と角速度の関係

本文の「渦度は角速度の 2倍である」という表現について考察する.

2-12-C-a 速度ベクトルと角速度の関係

原点を通る固定軸の周りに剛体が回転運動しているとする. 角速度ベクトルをΩ,各位置 r = (x, y, z)
における速度を vとする時, v = Ω× rの関係式が成り立つことを示す.

簡単のため, 回転軸を z軸ととることでΩ = (0, 0, Ω) と考える. この場合,

Ω× r =




i j k

0 0 Ω
x y z


 =



−yΩ
xΩ
0




となる. 一方, 速度ベクトルは図 2-12-C-1より分かるように v = −yΩi + xΩj であるため, 関係式
v = Ω× rは成り立つ.
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y

x

r

v

vx=-yΩ

vy=xΩ

図 2-12-C-1: z 軸の周りを回転する物体の速度の x, y 成分

2-12-C-b 渦度と角速度との関係

上記で得た関係式 v = Ω × r を使って渦度と角速度の関係式を考える. この関係式の両辺に ∇×
をかける, つまりは回転をとる. なお, r = (x, y, z), Ω = (Ωx,Ωy, Ωz)としている.

∇× v = ∇× (Ω× r)

= ∇×




i j k

Ωx Ωy Ωz

x y z




= ∇×




zΩy − yΩz

xΩz − zΩx

yΩx − xΩy




=




i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

zΩy − yΩz xΩz − zΩx yΩx − xΩy




=




2Ωx

2Ωy

2Ωz




= 2Ω

この式から渦度∇× vが角速度Ωの 2倍であることがわかる. なお, この解説には倉本 (1999)を
参照した.
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第3章 大気の波動 第1部

3-1 さまざまな大気現象

概要¶ ³

幅広い空間, 時間スケールをもつ大気では様々な現象が起き, いろいろな種類の波動が発生す
る. この章では, 線形化された方程式からこれらのいろいろな波動の解を導き, 議論する.

µ ´

図 3-1 1) に見られるように, 様々な空間, 時間のスケールをもつ大気では実に様々な現象が起こる.
この図にあるいくつかの用語について, 以下で簡単に解説する.

スコールライン (squal lines) とは線状に長さ数十 kmから数百 kmに並んだ雷雨域のことである.
線状のメソ対流系の一種であって, 特に速く動くものをスコールラインと呼ぶ. 熱帯の西大西洋で
は対流圈全層の風よりも速く動くスコールラインが見られる. このスコールラインの消滅する (つ
まりは降雨をもたらす)場所には集中豪雨がもたらされる.

多くの積乱雲が集合して雷雨やスコールラインなどのメソ対流系を組織している時, 個々の積乱雲
を対流セル (convective cells), または降水セル (precipitation cell)と呼ぶ.

メソ対流系 (mesoscale convective system)とはメソスケールの雲の集団のことである. 数個あるい
は多くの積乱雲が集合して存在し, それに伴う層状の雲を含めてメソスケール (2～2,000km)の広
がりを持つ. このメソ対流系の要素としては雷雨, 集中豪雨, スコールラインなどが挙げられる.

個々の積乱雲は, 時間・空間的にばらばらに分布していることもあるが, 数個以上の積乱雲が群をな
して組織化されていることが多い. このような時には気象衛星雲画像で見ると, 隣接する積乱雲上
部のかなとこ雲が連結するなどして, 1つの大きな雲の塊として見える. これをクラウドクラスター
(cloud clusters)と呼ぶ. 大きさは普通, 数十 kmから数百 km程度である. クラウドクラスターの
内部を気象レーダーなどで見ると, いろいろな形態のメソ対流系から成り立っていることがわかる.
また, クラウドクラスターが集まったものをスーパークラウドクラスター (super cloud clusters) と
呼ぶ. これは熱帯収束帯 (ITCZ)付近で発達し, 東進して 30～60日で地球を一周する. クラウドク
ラスターはこのスーパークラウドクラスター内の東方で生成し, 西進して西方で消滅する. ちなみ
に中, 高緯度ではこれ以外の構造が卓越するためクラウドクラスターのような現象は見られない.

1)これと同様な図が気象科学事典や小倉 (1984) にも載っている. 参照のこと.
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偏東風波動 (easterly waves)とは熱帯域の対流圈で, 偏東風中を西進する波状の擾乱のことである.
台風の種となるとの見方もある.

ITCZとは Intertropical Convergence Zone(熱帯収束帯)の略である. 中部太平洋から東太平洋に
かけて, 北緯 5～10度付近に 1年中存在する東西に長く延びる対流圈下層の収束域で, 雲量及び雨
量が多い. 北半球亜熱帯高圧帯から吹き出す北東貿易風と南半球亜熱帯高圧帯から吹き出す南東貿
易風が収束してできる. 熱帯では水蒸気量が豊富なため, 下層収束に伴い降水活動が活発である.

この図では熱帯と中緯度帯の現象について別々に表示されている. 水平面のスケールは規模の大き
い方から, 惑星規模 (planetary scale), 総観規模 (synoptic scale), メソスケール (mesoscale) 2), 対
流規模 (convective scale), ミクロスケール (microscale)といった 5つのスケールに分けられている.
この章では, 大気の運動を予測するための線形方程式から得られる波動解の種類について議論する.
図 3-1のどの現象とも合わない波動解もある. この情報は数値予報モデルを作る際に必要となる.
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図 3-1: スケールの違いでみた大気の諸現象 (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical

Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

最後に, 各節で取り扱う内容を簡単に紹介する. 2節では支配方程式系の線形化をおこなう. この
線形化された式は, 大気の波動の位相速度を知るのに必要となる. 3節では音波について取り扱い,
4節ではこれに加えて内部重力波についても扱う. 5節では流体層表面で起こる重力波である浅水
波と深水波を紹介する. 6節ではコリオリ力から生じる慣性重力波とロスビー波を取り扱う. 具体
的には各節において, それぞれの波の位相速度を調べ, 位相速度がどのような物理量と関係するの
かを知る. これらを知ることにより, 実際の気象現象がどのように駆動するのかを理解することが

2)最近ではメソスケールを更に細かく, メソ α, メソ β, メソ γ と区別している. メソ αの方がメソ γ よりもスケールは
大きく, αは前線や台風のスケールを指す. β は集中豪雨やスコールライン, γ は積乱雲やダウンバーストのスケールである.
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出来る. この理解は数値モデル作成には不可欠である. また, 安定した数値モデルを作成するには
CFL条件—2-4節の (3-4-D-1)参照—を満たしていなければならないが, それには大気の波動の位
相速度を知っている必要がある. なお, 7, 8節では初期値の取り扱いのための基礎を学ぶ.
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3-2 線形方程式

概要¶ ³

この節では, 支配方程式系 (運動方程式, 熱力学の式, 連続の式) の線形化をおこなう. 非常に
簡単な条件を与えることで支配方程式系を簡略化し, その上で摂動法を用いることで方程式系
を線形化する.

µ ´

非常に複雑な大気の運動を理解するには, まず, その複雑な運動を構成する単純な運動の一つ一つ
を別々に分け, そしてその一つ一つの運動について解析するのが望ましい. この章ではこのように
して解析をおこなっていく. この目的のため, まずは x-z平面の運動のみを考える. 側面方向 (y方
向)は一様だと仮定し, 地球の回転, 摩擦は無視し, 断熱系であると仮定する. 以上の仮定によって,
ニュートンの運動方程式, 熱力学の式, 連続の式は以下のように書き表すことができる1) .

du

dt
+ α

∂p

∂x
= 0,

dw

dt
+ α

∂p

∂z
+ g = 0,

α
dp

dt
+ pγ

dα

dt
= 0, (3-1)

α∇·V − dα

dt
= 0.

ここで γ =
cp

cv
, α =

1
ρ
である (γ は比熱比と呼ばれる).

これらの方程式をいわゆる摂動法 (perturbation method) で線形化する. 単純化のために, 流れの基
本場を U(一定) 2) とする. また, 基本状態の熱力学変数を pと α とする. 次に, 従属変数を基本ま
たは非擾乱の値に擾乱を加えたもので表す. (例えば, u = U + u′). そしてこれらを系 (3-1)に代入
する. 方程式から基本の流れだけを引き, 擾乱の積を無視すると, 以下のような擾乱の項に関する
線形方程式が得られる3) .

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ α

∂p′

∂x
= 0,

δ1

(
∂w′

∂t
+ U

∂w′

∂x

)
+ α

∂p′

∂z
− gα′

α
= 0,

α

(
∂p′

∂t
+ U

∂p′

∂x

)
− gw′ + pγ

(
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x
+ w′

∂α

∂z

)
= 0, (3-2)

(
∂u′

∂x
+

∂w′

∂z

)
α− δ2

(
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x

)
− w′

∂α

∂z
= 0.

δ1 と δ2 の項は, この後におこなう解析でそれぞれ鉛直方向の加速度の項と圧縮率の項として扱わ
れる. そしてこれらの項は除外されるか他の項に含まれるかすることによって 1か 0の値をとる.

1)これらの方程式の簡略化に関しては 3-2-A を参照のこと
2)本文中では明記していないが, U は x 方向の流れであり, z 方向には流れの基本場は無い.
3)これらの式の導出に関しては 3-2-B 参照.
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3-2-A 方程式の簡略化

3-2-A-a ニュートンの運動方程式の簡略化

ニュートンの運動方程式 (2-5) 4) を本文の仮定によって簡略化する. 地球の回転を無視するので
Ω = 0となる. つまり, このことによってコリオリ力を無視できる. 摩擦力も無視できるので F = 0
である. また, y方向は一様であるため dv/dt = 0, ∂p/∂y = 0 となり, y方向の運動方程式は事実

上無くなる. よって (2-5)は

du

dt
+ α

∂p

∂x
= 0, (3-2-A-1)

dw

dt
+ α

∂p

∂z
+ g = 0 (3-2-A-2)

となる.

3-2-A-b 熱力学の式の簡略化

熱力学の式 (2-9)を簡略化する. (2-9a) 5), (2-9b) 6) のどちらからおこなっても同じ結果になるが,
ここでは (2-9b)から簡略化する.

まず, 断熱系であることから Q = 0である. そして, 状態方程式 (2-8)から T = pα/Rが成り立つ

ので, これを代入すると,

cp
d

dt

(pα

R

)
− α

dp

dt
= 0,

cp

R
p
dα

dt
+

cp

R
α

dp

dt
− α

dp

dt
= 0,

cp

R
p
dα

dt
+

cp −R

R
α

dp

dt
= 0,

cp

R
p
dα

dt
+

cv

R
α

dp

dt
= 0, (cp − cv = R),

cp

cv
p
dα

dt
+ α

dp

dt
= 0,

pγ
dα

dt
+ α

dp

dt
= 0 (3-2-A-3)

となる.
4)

dV
dt

= −α∇p− 2Ω× V + g + F .

5)

Q = cv
dT

dt
+ p

dα

dt
.

6)

Q = cp
dT

dt
− α

dp

dt
.
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3-2-A-c 連続の式の簡略化

連続の式は (2-7) 7) のままである.

3-2-B 方程式の線形化

以下では簡略化された方程式系 (3-1)を摂動法にて線形化する. ここでは以下の手順で線形化をお
こなう.

a. 基本場 (擾乱を含まない)の方程式系を導出

b. 擾乱を含む方程式系を導出した後, 基本場の方程式系を引き, 擾乱の積を除外

c. 与えられた仮定 (静水圧平衡など)を用いて線形化

3-2-B-a 基本場の方程式系の導出

擾乱を含んだ方程式系を導く前に, 基本場のみで考えた方程式系を導く. この場合には各従属変数
は以下のようになる. (本文で挙げられていた仮定は最後に用いる).

u(x, z, t) = U(x, z, t),

w(x, z, t) = W (x, z, t),

p(x, z, t) = p(x, z, t), (3-2-B-1)

α(x, z, t) = α(x, z, t).

この (3-2-B-1)を簡略化した方程式系 (3-1)に代入すると以下のような方程式系が得られる.

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+ W

∂U

∂z
+ α

∂p

∂x
= 0, (3-2-B-2)

∂W

∂t
+ U

∂W

∂x
+ W

∂W

∂z
+ α

∂p

∂z
+ g = 0, (3-2-B-3)

α

{
∂p

∂t
+ U

∂p

∂x
+ W

∂p

∂z

}
+ pγ

{
∂α

∂t
+ U

∂α

∂x
+ W

∂α

∂z

}
= 0, (3-2-B-4)

α

{
∂U

∂x
+

∂W

∂z

}
− ∂α

∂t
− U

∂α

∂x
−W

∂α

∂z
= 0. (3-2-B-5)

7)

1

α

dα

dt
= ∇·V .
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3-2-B-b 擾乱を含んだ方程式系の導出

b-1 擾乱を含む各従属変数

各従属変数を時間変化しない (ものによっては空間変化もしない)基本場と擾乱に分ける. 具体的
には以下のようになる

u(x, z, t) = U(x, z, t) + u′(x, z, t),

w(x, z, t) = W (x, z, t) + w′(x, z, t),

p(x, z, t) = p(x, z, t) + p′(x, z, t), (3-2-B-6)

α(x, z, t) = α(x, z, t) + α′(x, z, t).

b-2 運動方程式 (x方向)

(3-2-B-6)を (3-1)の最初の式に代入し, 計算をおこなうと,

du

dt
+ α

∂p

∂x
= 0

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
+ α

∂p

∂x
= 0

∂(U + u′)
∂t

+ (U + u′)
∂(U + u′)

∂x
+ (W + w′)

∂(U + u′)
∂z

+ (α + α′)
∂(p + p′)

∂x
= 0

となる. この式から基本場の x方向の運動方程式 (3-2-B-2)を引くと, (3-2-B-7)は

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ u′

∂U

∂x
+ u′

∂u′

∂x
+ W

∂u′

∂z
+ w′

∂U

∂z
+ w′

∂u′

∂z

+α
∂p′

∂x
+ α′

∂p

∂x
+ α′

∂p′

∂x
= 0

となる. さらに, 本文にもあるように擾乱の積を無視すると,

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ u′

∂U

∂x
+ W

∂u′

∂z
+ w′

∂U

∂z
+ α

∂p′

∂x
+ α′

∂p

∂x
= 0 (3-2-B-7)

となる.

b-3 運動方程式 (z方向)

(3-1)の z方向の運動方程式に (3-2-B-6)を代入すると,

dw

dt
+ α

∂p

∂z
+ g = 0

∂(W + w′)
∂t

+ (U + u′)
∂(W + w′)

∂x
+ (W + w′)

∂(W + w′)
∂z

+(α + α′)
∂(p + p′)

∂z
+ g = 0
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となる. この式から基本場の z方向運動方程式 (3-2-B-3)を引き, 擾乱の積を無視すると,

∂w′

∂t
+ U

∂w′

∂x
+ u′

∂W

∂x
+ W

∂w′

∂z
+ w′

∂W

∂z
+ α

∂p′

∂z
+ α′

∂p

∂z
= 0 (3-2-B-8)

となる.

b-4 熱力学の式

(3-1)の熱力学の式に (3-2-B-6)を代入すると,

α
dp

dt
+ pγ

dα

dt
= 0

(α + α′)
{

∂(p + p′)
∂t

+ (U + u′)
∂(p + p′)

∂x
+ (W + w′)

∂(p + p′)
∂z

}

+(p + p′)γ
{

∂(α + α′)
∂t

+ (U + u′)
∂(α + α′)

∂x
+ (W + w′)

∂(α + α′)
∂z

}
= 0

となる. 基本場の熱力学の式 (3-2-B-4)を引き, 擾乱の積を無視すると,

α

{
∂p′

∂t
+ U

∂p′

∂x
+ u′

∂p

∂x
+ W

∂p′

∂z
+ w′

∂p

∂z

}
+ α′

{
∂p

∂t
+ U

∂p

∂x
+ W

∂p

∂z

}

pγ

{
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x
+ u′

∂α

∂x
+ W

∂α′

∂z
+ w′

∂α

∂z

}
+ p′γ

{
∂α

∂t
+ U

∂α

∂x
+ W

∂α

∂z

}
= 0.

(3-2-B-9)

となる.

b-5 連続の式の線形化

(3-1)の熱力学の式に (3-2-B-6)を代入すると,

α∇·V − dα

dt
= 0

(α + α′)
{

∂(U + u′)
∂x

+
∂(W + w′)

∂z

}

−∂(α + α′)
∂t

− (U + u′)
∂(α + α′)

∂x
− (W + w′)

∂(α + α′)
∂z

= 0

となる. 基本場の連続の式 (3-2-B-5)を引き, 擾乱の積を無視すると,

α

{
∂u′

∂x
+

∂w′

∂z

}
+ α′

{
∂U

∂x
+

∂W

∂z

}

−∂α′

∂t
− U

∂α′

∂x
− u′

∂α

∂x
−W

∂α′

∂z
− w′

∂α

∂z
= 0 (3-2-B-10)

となる.
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3-2-B-c 仮定を用いて線形化

c-1 与えられた仮定から使用する関係式を得る

本文から以下が仮定されている.

U は一定, W = 0. (3-2-B-11)

以上の仮定と (3-2-B-2)～(3-2-B-5)を用いて線形化に必要な関係式を得る. (3-2-B-2)～(3-2-B-5)
に仮定を用いると,

α
∂p

∂x
= 0, (3-2-B-12)

α
∂p

∂z
+ g = 0, (3-2-B-13)

α

{
∂p

∂t
+ U

∂p

∂x

}
+ pγ

{
∂α

∂t
+ U

∂α

∂x

}
= 0, (3-2-B-14)

−∂α

∂t
− U

∂α

∂x
= 0. (3-2-B-15)

となる. (3-2-B-12)より pは xには依存しないことがわかる. (3-2-B-13)より静水圧の式が成り立
つ. (3-2-B-12)と (3-2-B-15)を (3-2-B-14)に代入すると ∂p/∂t = 0となり pは tにも依存せず, 結
果として pは z にのみ依存することがわかった. このことと (3-2-B-13)より αも z にのみ依存す

ることがわかる. 結果として以下の関係式が成り立つ.

p, αは zにのみ依存, α
∂p

∂z
= −g. (3-2-B-16)

c-2 方程式系を線形化

擾乱を含んだ方程式系 (3-2-B-7)～(3-2-B-10)に (3-2-B-11), (3-2-B-16)を用いることで以下の線形
方程式が得られる.

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ α

∂p′

∂x
= 0,

∂w′

∂t
+ U

∂w′

∂x
+ α

∂p′

∂z
− gα′

α
= 0,

α

(
∂p′

∂t
+ U

∂p′

∂x

)
− gw′ + pγ

(
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x
+ w′

∂α

∂z

)
= 0,

α

(
∂u′

∂x
+

∂w′

∂z

)
− ∂α′

∂t
− U

∂α′

∂x
− w′

∂α

∂z
= 0.
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3-3 (純粋な)音波

概要¶ ³

この節では音波について考える. 無重力などの条件を与え, 擾乱は波動解であると仮定し, 前
節で得た方程式系を解くことで音波の関係式を導く.

µ ´

音波は g = 0, δ1 = δ2 = 1および, pと αを定数とすることで取り出すことができる疎密波である.
今, 擾乱1) を係数がついた x, z, tの調和関数2) だと仮定すると,

u′ = Sei(µx+kz+νt) w′ = Wei(µx+kz+νt)

p′ = Pei(µx+kz+νt) α′ = Aei(µx+kz+νt) (3-3)

である. これらは xおよび z方向に波数 (wave number)µ, kをとり, 振動数 (frequency)に νをとっ

た平面波である. 実際の物理量は解の虚部を無視し, 実部を取り出すことで得られる3). 式 (3-2)は
線形なので, どんな線形の解の組合せでも解くことができる. そのため一つの調和関数さえ考えれ
ば良い4). 関数 (3-3)を (3-2)に代入すると, 以下のような, 振幅 S,W,P, Aに関する同次代数方程

式系が得られる.

(µU − ν)S + αµP = 0,

(µU − ν)W + αkP = 0,

α(µU − ν)P + pγ(µU − ν)A = 0, (3-4)

µαS + αkW − (µU − ν)A = 0.

この方程式系は以下のように行列形式で書き表すこともできる.



(µU − ν) 0 αµ 0
0 (µU − ν) αk 0
0 0 α(µU − ν) pγ(µU − ν)

αµ αk 0 −(µU − ν)







S

W

P

A




= 0. (3-5)

振幅 S, W,P,Aはゼロにはならないので, この式が満たされるのは同次方程式系の行列式が打ち消
しあって消える時のみである. 行列式を展開すると以下のような振動数に関する式が得られる5).

α(µU − ν)2
[−(µU + ν)2 + γp̄ᾱ(k2 + µ2)

]
= 0. (3-6)

次数が 4なので以下の 4つの解を持つ.

ν = µU (重解),

ν = µU ± (k2 + µ2)1/2

√
γRT . (3-7)

1)u′ や w′ など.
2)調和関数 (harmonic function) とは以下のようなラプラス演算子に関する固有関数のことである.

∇2φ = Aφ

3)ちなみに S やW などは実数ではなく複素数であることに注意.
4)本来は様々な波長, 振動数の波があるので u′ =

X
µ,k,ν

Sei(µx+kz+νt) などとするべきだが, 方程式系が線形であるた

め, ある一つの波に関して解いた後に足し合わせをおこなって解くことができる.
5)この式の導出に関しては 3-3-A を参照.
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(3-7)は単なる移流6) である. また, 下の解には基本状態の状態方程式7) を利用した. なお, 平均風
速の存在は x方向への伝搬に U が加えられるだけの影響しか及ぼさないことに注意してほしい.

位相速度8) は位相線 (µx + kz =一定)がその線の法線方向に動く速度である9). 位相速度 cは振動

数 ν と以下のような関係にある.

c = νL/2π (3-8)

Lは位相線の法線方向への波長である. 波長はL = 2π(k2 +µ2)−1/2と表せる. これはLx = 2πµ−1,
Lz = 2πk−1 を使い, 三角法を用いることで得られる10). Lに関するこの関係を用いると (3-8)は
以下のように書くことができる.

c = ν(k2 + µ2)−1/2. (3-9)

ここで U = 0として (3-9)に (3-7)を代入すると,

c = ±
√

γRT (3-10)

という良く知られた音速の式が得られる11). 音速というものは伝播の方向には依存しないことがわ
かるだろう.

6)位相速度が cx = (ν/µ) = U であることから, 位相は基本場の流れのみによって流されている. これが「移流」である.
7)p̄ᾱ = RT .
8)位相速度に関しては 3-3-B 参照.
9)「位相線」に関しては 3-3-C 参照.

10)波長 L の導出に関しては 3-3-D 参照.
11)この式に実際に数値を代入して音波の速度を求めてみると, 乾燥大気では c = ±(331.1 + 0.606t) [m/s] となった. こ
の導出に関しては 3-3-E を参照.
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3-3-A (3-6)の導出

(3-5)の同次方程式系の行列式がゼロになるための関係式を求める.



(µU − ν) 0 αµ 0
0 (µU − ν) αk 0
0 0 α(µU − ν) pγ(µU − ν)

αµ αk 0 −(µU − ν)




= 0




(µU − ν) 0 αµ 0
0 (µU − ν) αk 0
0 0 α(µU − ν) pγ(µU − ν)

0 αk
−(αµ)2

µU − ν
−(µU − ν)




= 0

(µU − ν)




(µU − ν) αk 0
0 α(µU − ν) pγ(µU − ν)

αk
−(αµ)2

µU − ν
−(µU − ν)


 = 0

(µU − ν)




(µU − ν) αk 0
0 α(µU − ν) pγ(µU − ν)

0
−α2(k2 + µ2)

µU − ν
−(µU − ν)


 = 0

(µU − ν)2




α(µU − ν) pγ(µU − ν)
−α2(k2 + µ2)

µU − ν
−(µU − ν)


 = 0

(µU − ν)2
[−α(µU + ν)2 + γp̄ᾱ2(k2 + µ2)

]
= 0

α(µU − ν)2
[−(µU + ν)2 + γp̄ᾱ(k2 + µ2)

]
= 0.

3-3-B 位相速度

位相速度 (phase velocity)とは等位相面 (θ = const) が空間上を移動する速度である. 今回のよう
に x-z平面で考えると位相は

θ = µx + kz − νt

である. ここで x方向への位相速度を考える (z =const). 微小時間 δtが経過した時, xも δx変化

する. その際に θ =const なので,

µx + kz − νt = µ(x + δx) + kz − ν(t + δt)

である. この式を変形すると,

δx

δt
=

ν

µ

となる. つまり, x方向への位相速度 cx は

cx ≡ δx

δt
=

ν

µ

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 3-3 (純粋な)音波 89

となる. 同様にして, z方向への位相速度は cz = (δz/δt) = ν/kとなる.

3-3-C 位相線

本文の「位相線」とはどういうものか考える. まず, x方向に動く波上のある点を考え, その波を
横から見ると, 図 3-3-C-1のように見えるだろう. 次に, 図 3-3-C-1を上から見てみると図 3-3-C-2
のようになり, 先ほどの点が線で表示される. この線が本文で言われるところの『位相線』である.
図 3-3-C-2の波は x方向へのみ伝播する波だが, x-z平面上を伝播する波を考えると, 図 3-3-C-3の
ようになる. この波は図の太矢印の方向に伝播する. 位相速度はこの太矢印方向への速度であり,
この方向が本文で言う『位相線の法線方向』であることは図からわかるだろう. なお, この解説に
は木村 (1983)を参照した.

x

図 3-3-C-1: 横から見た波

x

z µx+kz=const

� �

図 3-3-C-2: 上から見た波
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µx+kz=const

x

z

図 3-3-C-3: x-z 平面上を伝播する波
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3-3-D 位相線の法線方向への波長の導出

位相線の法線方向 (つまり位相の進行方向)への波長は, x, z方向のそれぞれの波長から簡単に求め

ることができる. 図 3-3-D-1では, x, z方向への矢印がそれぞれの方向への波長, Lと書いてある太

矢印が位相の進行方向への波長である. あとは簡単な幾何学である. 図 3-3-D-2では三角形の面積
から (1/2)ab = (1/2)cdの関係式が成り立つ. よって,

LxLz = L
√
L2

x + L2
z

L =
LxLz√
L2

x + L2
z

=
4π2(µk)−1

√
4π2µ−2 + 4π2k−2

=
2π√

µ2 + k2

となる.

µx+kz=const

x

z

Lx = 2πµ-1

Lz = 2πk
-1

L

図 3-3-D-1: 位相線の法線方向への波長と各成分の波長との関係
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a

b

c

d

図 3-3-D-2: 三角形

3-3-E 乾燥大気での音速

式 (3-10) 12) を用い, 乾燥大気での実際の音速を求めてみる. 空気の定圧比熱, 定積比熱がそれぞれ
cp = 1004 [J K−1 kg−1], cv = 717 [J K−1 kg−1]なので, γ = cp/cv = 1.4 となる. 乾燥気体の分
子量はWd = 28.97× 10−3 [kg mol−1] なので, 乾燥大気の気体定数 Rd は Rd = R∗/Wd = 287 [J
K−1 kg−1]となる. ちなみに R∗ = 8.3143 [J K−1 mol−1]は一般気体定数である. よって音速は,

c = ±
√

1.4× 287T

= ±20.04
√

T

となる. ここで摂氏 t = T − 273 [℃]を代入すると,

c = ±20.04
√

273 + t (3-3-E-1)

となる. ここで, f(t) =
√

273 + t とおいて f(t)を t = 0のまわりでテイラー展開してみると,

f(t) =
∞∑

n=0

fn(0)
n!

xn

=
√

273 +
t

2
√

273
− · · ·

'
√

273 +
t

2
√

273

となる. これを (3-3-E-1)に代入すると,

c = ±(331.1 + 0.606t)

となった.

12)

c = ±
q

γRT .
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3-4 音波と内部重力波

概要¶ ³

重力波について考える. 今回は前節の音波の話では扱わなかった重力を考慮する. 重力を考慮
した波動解と 2-2節で得られた方程式系を使用して重力波に関する関係式を導き, 重力波につ
いて考察する. また, 大気大循環モデルにおける音波の取り扱いについても考察する.

µ ´

重力波 (gravity wave)は同じ高度にある空気塊の密度の差から生じる重力の差によって発生する.
重力の効果を考える場合, 高さ zにのみ依存する pと α 1) の静水圧平衡の式, 状態方程式を考える
必要がある:

0 = −α
∂p

∂z
− g,

p̄ᾱ = RT.

等温大気を考える場合, これらの式の解は

p̄ = p̄(0) e−z/H , ᾱ = ᾱ(0) ez/H (3-11)

となる. H = RT/g はスケールハイト2) と呼ばれる量である. これらの条件下でのある一つの波
の波動解は以下のような形になる3):

u′ = Sα1/2ei(µx+kz+νt), w′ = Wα1/2ei(µx+kz+νt),

p′ = Pα1/2ei(µx+kz+νt), α′ = Aα3/2ei(µx+kz+νt). (3-12)

これらを (3-2)に代入すると, 位置や時間の関数ではない要素から成り立つ行列式が得られる.



−ν 0 µ 0
0 −δ1ν k + i

2α
∂α
∂z ig

0
(
−g + γRT

α
∂α
∂z

)
i ν γRTν

µ k + i
2α

∂α
∂z 0 δ2ν







S

W

P

A




= 0. (3-13)

ここでは U は単に x方向への伝播を加えるだけなので除外してある. 次に (3-11)を (3-13)に代入
し, 行列式はゼロと等しいとすると, 次のような振動数の方程式が得られる:

δ1δ2ν
4 −

{
γRT

(
k2 + µ2δ1

)
+

g

4H
[(2δ2 − 1)γ + 2(1− δ2)]

+g(γ − 1)(δ2 − 1)ik
}

ν2 + µ2g2(γ − 1) = 0.

大抵の場合, 鉛直方向の波長 2π/kは 4πH に比べ小さいので, ν2 の係数項のうち gの項は γRTk2

との比較から落とすことができる4). また, 最後の項は温位で書き直すことができる5). 書き直すと
1)上線は大気が安定成層状態である場合の値を意味する.
2)スケールハイト (scale height)とは (3-11)でも意味しているように, 大気の圧力及び密度が e−1 倍となる高度である.
3)この α1/2 は上空ほど密度が小さく, 振幅が大きくなることを考慮にいれてつけられたものである. 例えば u′ による

エネルギーを例にとって考えると, ρ = ρ0e−z/H なので ρu′2 = ρ0e−z/HS2ρ−1
0 ez/He2iθ = S2e2iθ となり, 高度に依存

する変数が無くなる. この α1/2 が高度による振幅の変化を吸収するため以降は高度による振幅の変化を考えずに済み, 計
算も簡単になる.

4)2π/k ¿ 4πH より 1/4H ¿ k/2 なので 1/4H ¿ k2 であるため, g/4H の項は落とすことができる. また, k が大き
いことから k ¿ k2 なので 3 つ目の g(γ − 1) · · · の項も落とすことができる.

5)詳しくは 3-4-A 参照.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



94 数値予報モデルのための気象力学 3-4 音波と内部重力波

以下の式になる.

δ1δ2ν
4 − γRT (k2 + µ2δ1)ν2 + µ2 γRTg

θ

∂θ

∂z
= 0. (3-14)

この 4つの根はそれぞれ音波のペアと内部重力波 (internal gravity wave)のペアである. gをゼロ

にすることで重力波は取り除くことができる. この結果は 2-3節で得られたものと一緒である. 重
力波だけにしたい場合は δ2 = 0(非圧縮), δ1 = 1とする. すると以下の式が得られる.

ν2 =
µ2 g

θ

∂θ

∂z
k2 + µ2

. (3-15)

(3-9) 6) を使うと, 位相速度は

c = ± µ

µ2 + k2

(
g

θ

∂θ

∂z

)1/2

(3-16)

となる7). この公式は等温条件下でなくても適当な近似をおこなうことで得ることができる8). こ
れらの重力振動は温度減率が ∂θ/∂z > 0の場合9) は安定である. 逆に ∂θ/∂z < 0の場合10) は擾乱

が増幅する11).

擾乱の鉛直スケール12) が水平スケールに比べて大きい場合, すなわち µ2 À k2 である場合は (3-15)
から

ν
.= ±

(
g

θ

∂θ

∂z

)1/2

(3-17)

である. これは鉛直方向の振動の振舞を表すブラント-バイサラ振動数 (Brunt-Vaisala frequency)
13) と呼ばれる.

一方, 鉛直スケールが水平スケールよりはるかに小さい場合, 静水圧平衡近似が成り立ち, (3-14)に
おいて δ1 はゼロとなる. この場合, 振動数は

ν2 =
µ2

k2

g

θ

∂θ

∂z

となる. この式は k2 À µ2 を用いて (3-15)から求めることもできる. 鉛直方向の変化に伴う水平
伝播の解は以下のように +kと −kの解を足し合わせることで作ることができる14):

ei(µx+kz−νt) + ei(µx−kz−νt) = 2 cos kz ei(µx−νt).
6)c = ν(k2 + µ2)−1/2.
7)位相速度が波数 µ, k に依存していることから内部重力波は分散波であることがわかる. これは分散関係の式 (3-15)か

らもわかる.
余談だが, 音波は 2-3 節の分散関係の式 (3-7), 位相速度 (3-10) から分散波ではないことがわかる.
8)等温という条件を使わない場合はまず (3-11) における p と α の解は別の形となる. その結果, (3-12), (3-13) が本文

のものとは多少異なってくる. しかし, (3-14) を導出する際におこなった近似でそれらの異なった部分を落とすと, 結局等
温大気と同じ分散関係が得られる. 詳しくは田中 (1975) を参照のこと.

9)このことを subadiabatic という.
10)このことを superadiabatic という.
11)∂θ/∂z < 0 の場合は (3-15) より ν は虚数となる. 簡単のためこの場合の ν を ν = νri とすると (νr は実数), 波動解
の指数部分は ei(µx+kz)−νrt となり, t については振動せずに増幅 (もしくは減衰) する.
12)z 方向の擾乱のことである.
13)ブラント-バイサラ振動数 (Brunt-Vaisala frequency) は浮力振動数 (buoyancy frequency) とも呼ばれる. 九大 大気
海洋環境システム専攻 (2001) を参照のこと.
14)こうすることによって鉛直方向の構造は水平方向の構造や時間からは独立になる. つまり, x と t だけで波の伝播を考
えることができるようになる.
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この操作は ν が kに対して独立である場合におこなうことができる15). この場合には伝播は水平
方向にのみ起こり, 位相速度は

c =
ν

µ
= ±1

k

(
g

θ

∂θ

∂z

)1/2

(3-18)

となる16). kの正負に関わらず, ν は正負のペアの解 ν = ±(µ/k)
{

(g/θ)(∂θ/∂z)
}1/2

を持つため,
(3-18)で cは正負の 2つの解を持つ. (3-14)における音波と重力波の解はそれぞれに分けて取り出
すことができる. ν2が大きいと仮定することで音波だけを, ν2が小さいと仮定することで重力波だ

けを取り出すことができる17) 18).

音波が目立って重要な力学的役割を果たすような気象現象は無い. そのため方程式系からは音波を
取り除いた方が望ましい場合が多い19). (3-14)で見られるように, 静水圧近似 (δ1 = 0)または非圧
縮 (δ2 = 0)を使った場合は音波は除外される. 内部重力波は熱対流や山岳波といったスケールの小
さい大気の運動では重要な役割を果たす. 適切な条件20) を与えれば内部重力波は大気中において

エネルギーを上方向に伝播する21). 重力波はその他に地衡風調節 (geostrophic adjustment)と呼ば
れる役割も果たす. これについては後で 2-8節にて議論する.

大気の大規模循環モデルでは静水圧平衡を近似するためほとんどの音波は除外できる. しかし, 中
には静水圧平衡を用いても除外できない特殊な音波もある. それがラム波 (Lamb wave)である. 以
下ではこのラム波について考える. 方程式 (3-2)は (3-12)のような形の解以外にも等温大気におけ
る波動解を持っている. ここで考える波は鉛直速度を持たず, 水平方向に音速で伝播する. 以下の
解を (3-2)に直接代入することで, これらの解が (3-2)を満たすことがわかる22):

u′ = Se(γ−1)z/γHeiµ(x−ct),

w′ = 0,

p′ = Pe−z/γHeiµ(x−ct),

α′ = Ae(2γ−1)z/γHeiµ(x−ct). (3-19)

ここでは c = ±
√

γRT である. この解がラム波である23). この波は自動的に w = 0が境界におい
て成り立つという条件を満たす. この解は後の節で議論する外部重力波 (external gravity wave) と
非常に良く似ている. このラム波は大気中においてエネルギーをほとんど輸送しないが, 数値予報

15)k が µ や ν に依存している場合は本文のように +k と −k の 2 つを両方とも考えることはできない. (µ や ν によっ
て k が決定してしまうから)
16)(3-8) c = νL/2π より, ここでは水平方向の位相速度のみを考えているので L = 2π/µ なので c = ν/µ となる.
また, 以前に求めた ν2 = (µ2g/k2θ)(∂θ/∂z) を前述した式に代入することで (3-18) は導出できる.

17)ν(振動数) が大きい場合を仮定するということは, 高周波の波だけを取り出すということである. つまり, 高周波の波
だけをとりだすと音波が取り出せ, 低周波の波をだけ取り出すと内部重力波が得られるということである. 「重力を取り除
くと音波のみが取り出せ, 非圧縮にすると内部重力波が取り出せる」ということはこの節で前述したが, このように振動数
(周波数) による区別によっても音波と内部重力波を分離することができる.
18)ν2 が大きいと仮定すると (3-14) の左辺第 3 項は第 1, 第 2 項と比べて小さいので落とすことができ, 結果として音波
の解だけが残る. 一方 ν2 が小さいと仮定すると左辺の第 1 項は第 2 項, 第 3 項に比べて小さいので落とすことができ, 結
果として重力波の解のみが残る.
19)音波を取り除けばそれだけ数値計算が簡単になる. 詳しいことは松井 他 (1996) や九大 大気海洋環境システム専攻

(2001) を参照のこと.
20)群速度が上向きになるような条件のこと.
21)この内部重力波によるエネルギーの伝播については九大 大気海洋環境システム専攻 (2001) を参照のこと.
22)実際に (3-19) を (3-2) に代入してみた結果に関しては 3-4-B を参照のこと.
23)W = 0 という条件をつけた音波 (つまりはラム波なわけだが) の分散関係の導出に関しては 3-4-C 参照.
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モデルでは重要である. なぜなら, ラム波によって静水圧の式の数値積分における最大のタイムス
テップに厳しい制限が加わるからである24).

3-4-A (3-14)の最後の項の導出

行列式 (3-13)から求めた関係式の最後の項 µ2g2(γ − 1)から (3-14)の最後の項 µ2 γRTg

θ

∂θ

∂z
への

変形をおこなう.

温位の関係式25) θ = T (ps/p)κ を zで積分すると,

∂θ

∂z
= Tpκ

s

∂p−κ

∂z

= −T

(
ps

p

)κ
κ

p

∂p

∂z

となる. ここで静水圧の関係式 ∂p/∂z = −g/α とさきほど使用した温位の関係式を用いると,

∂θ

∂z
= θ

κg

p̄ᾱ

となる. さらに静水圧平衡の式 p̄ᾱ = RT を使うことで,

∂θ

∂z
= θ

κg

RT

γRTg

θ

∂θ

∂z
= g2γ

(
R

cp

)

= g2γ

(
cp − cv

cp

)

= g2γ

(
1− cv

cp

)

= g2γ

(
1− 1

γ

)

= g2 (γ − 1)

µ2 γRTg

θ

∂θ

∂z
= µ2g2 (γ − 1) (3-4-A-1)

となることがわかる.

3-4-B ラム波の解

ラム波の解 (3-19)が方程式 (3-2)を満たすことを示す.

24)ラム波と数値計算との関係については 3-4-D 参照.
25)θ, T , p はそれぞれ安定成層状態での温位, 温度, 気圧を意味する.
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以下の (3-2)の式:

∂u′

∂t
+ U

∂u′

∂x
+ α

∂p′

∂x
= 0,

δ1

(
∂w′

∂t
+ U

∂w′

∂x

)
+ α

∂p′

∂z
− gα′

α
= 0,

α

(
∂p′

∂t
+ U

∂p′

∂x

)
− gw′ + pγ

(
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x
+ w′

∂α

∂z

)
= 0, (3-4-B-1)

(
∂u′

∂x
+

∂w′

∂z

)
α− δ2

(
∂α′

∂t
+ U

∂α′

∂x

)
− w′

∂α

∂z
= 0

に以下のラム波の解 (3-19)を代入する.

u′ = Se(γ−1)z/γHeiµ(x−ct),

w′ = 0,

p′ = Pe−z/γHeiµ(x−ct),

α′ = Ae(2γ−1)z/γHeiµ(x−ct). (3-4-B-2)

したがって, (3-4-B-1)のそれぞれの式は

cSez/H − αP = 0,

(α/γH)P + (g/α)Ae2z/H = 0,

αcP + pγcAe2z/H = 0,

αSez/H + cAe2z/H = 0.

となる. なお, U = 0としている. 行列形式で書くと,



cez/H −α 0
0 α/γH (g/α)e2z/H

0 αc pγce2z/H

αez/H 0 ce2z/H







S

P

A


 = 0 (3-4-B-3)

となる. この行列式を展開すると,

(α/γH)pγce2z/H − αc(g/α)e2z/H = ce2z/H {ᾱp̄/H − g}
= ce2z/H

{
g(ᾱp̄/RT )− g

}

= 0

となる. 途中で状態方程式 p̄ᾱ = RT とスケールハイトH = RT/gを利用した.

これによって, ラム波の解 (3-19)が (3-2)を満たすことが示された.
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3-4-C ラム波の分散関係の導出

W = 0の波であるラム波の分散関係を導出する. W = 0として鉛直方向の運動方程式を考えない
場合, (3-13)は以下のようになる.



−ν µ 0
0 ν γRTν

µ 0 δ2ν







S

P

A


 = 0.

この行列式がゼロと等しいとすると, 以下の関係式が導かれる.

ν
{
δ2ν

2 − µ2γRT
}

= 0.

非圧縮 (δ2 = 1)である場合は以下の分散関係式が導かれる.

ν = ±µ

√
γRT .

(3-7) 26) を利用することでラム波の位相速度が得られる:

c = ±
√

γRT .

この解は全く音波と同じである. (ラム波も音波なのだから当然). ただし, ラム波が音波と違う所は
静水圧平衡の近似では消滅しない点である. このおかげで, 数値計算においてはラム波を考慮する
必要が生じるのである.

3-4-C-a 鉛直方向への伝搬

本文中ではラム波は水平方向にのみ伝搬すると述べている. これはラム波がW = 0であるという定
義から知ることができる. 音波の同次方程式 (3-4)の 2つ目の式27) にW = 0を用いると αkP = 0
となる. αや P は常にゼロとなるわけではないので k = 0となる. つまり鉛直波数がゼロになると
いうことなので鉛直方向には波は伝播しないことがわかる.

3-4-D ラム波と数値計算との関係

本文でも述べているが, 数値計算をする際にはできるだけ音波は除いた方が良い. 普通の音波は大
規模モデルで使用する静水圧平衡近似によって取り除かれるのだが, このラム波だけはこの近似に
よって取り除くことはできない28). 以下ではなぜ音波を除くことが必要とされ, ラム波が残ってし
まうことが問題となるのかを述べる.

26)c = ν/
p

k2 + µ2.
27)(µU − ν)W + αkP = 0.
28)たいてい数値計算ではプリミティブ方程式系 (pを鉛直座標とした方程式系のこと. 1-9節参照)を使用する. この方程
式系では一見したところ密度の項は方程式系から消えているが, 決して非圧縮を仮定したものではないのでラム波は消滅し
ない.
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数値計算ではCFL条件 (Courant-Friedrichs-Lewy condition)というものが存在する. これは以下
のような条件である.

∆t < ∆x/c. (3-4-D-1)

c :速度, ∆t :数値積分のタイムステップ, ∆x :空間ステップ

この条件が満たされない場合, 数値計算は不安定になってしまう29). 音波は内部重力波に比べて速
度 cが非常に大きいため, 音波を考慮した場合はタイムステップ∆tを小さくしなければならない.
逆に言えば, ラム波を無視してタイムステップを大きく取ってしまった場合には数値計算はどんど
ん不安定になってしまうわけである. これが本文の「ラム波によって最大のタイムステップに厳し
い制限が加わる」ことの意味である.

なお, この節では高周波 (音波), 低周波 (内部重力波)や特殊な音波であるラム波が登場したわけだ
が, 図 3-4-D-1はこれらの波の分散関係を表示したグラフである. 詳しくは小倉 (1978)を参照して
もらいたい.

図 3-4-D-1: 高周波, 低周波, ラム波の分散関係 (小倉義光, 1978: 気象力学通論. 東京大学出版会, 249pp. より) .

29)CFL 条件に関しては岩崎 (1997) を参照のこと.
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3-5 表面重力波

概要¶ ³

流体の境界面で発生する表面重力波 (surface gravity waves)について議論する. 均質な流体層
を仮定し, その境界面で発生する波の位相速度を導出する. 静水圧平衡を仮定する場合としな
い場合で性質の異なる波が見える. 静水圧を仮定する場合の波を浅水波 (shallow-water wave),
仮定しない場合の波を深水波 (deep-water wave)と呼ぶ.

µ ´

この節では, 対流圈を均質で非圧縮な一つの流体層と考える. 数学的, 物理的に簡単な解は表面海
洋波および複雑な大気のプロセスの理解を助ける.

流体は非圧縮で均質 (α′ = 0)であり, 上部境界は自由表面であるとする. この場合, 線形方程式
(3-2)は以下のようになる. なお, プライム (′)は記号から取り除いてあるので注意すること1) :

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+

1
ρ

∂p

∂x
= 0, (3-20a)

δ

(
∂w

∂t
+ U

∂w

∂x

)
+

1
ρ

∂p

∂z
= 0, (3-20b)

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0. (3-20c)

擾乱の無い流れでの静水圧平衡の式は以下のようになる.

∂p

∂z
= −gρ.

この式を z = 0から擾乱の無い流れの頂点 z = H まで積分すると,

gρH = p0 (3-21)

となる. p0 は z = 0での圧力である. 次に擾乱を調和関数だと仮定すると,

u = Ψ(z)eiµ(x−ct),

w = Φ(z)eiµ(x−ct), (3-22)
p

ρ
= P (z)eiµ(x−ct)

となる. (3-22)を (3-20)に代入し, 簡単な形にすると以下の関係式が得られる.

(U − c)Ψ(z) + P (z) = 0,

iµδ(U − c)Φ(z) +
∂P (z)

∂z
= 0, (3-23)

iµΨ(z) +
∂Φ(z)

∂z
= 0.

(3-23)の始めの 2つの式を用いて P (z)を消し, さらにその式と (3-23)の最後の式を用いて Ψ(z)
を消すと以下の式が得られる.

∂2Φ(z)
∂z2

− µ2δΦ(z) = 0. (3-24)
1)大気が非圧縮で均質であると言う条件から α′ = 0, α =constである. この 2 式を (3-2)の 1,2,4 式に代入することで

本文中の (3-20a)～(3-20c) の式が得られる.
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ここで, 2つの場合を考える. δ = 1(鉛直加速度がある)の場合と δ = 0(擾乱が静水圧平衡を満たす
)の場合である. これらの解はそれぞれ以下のようになる2).

Φ(z) = a1e
µz + a2e

−µz, δ = 1,

Φ(z) = a′1z + a′2 δ = 0.

ここの aは境界条件から決められる任意の定数である. 静水圧を仮定すると, 下部境界面では鉛直
速度は消える. このため鉛直加速度が存在する (つまり δ = 1)では a1 = −a2 ≡ aとなる. つまり
Φ(z)は以下のようになる.

Φ(z) = a(eµz − e−µz) δ = 1. (3-25)

この指数の項をべき級数として展開し3), さらに近似をおこなうことで Φ(z)は以下のようになる.

Φ(z) = 2aµz + · · ·
' 2aµz.

静水圧平衡 (δ = 0)の場合は a′2 = 0となる. a′1 = aとおくと,

Φ(z) = az (3-26)

となる.

2つ目の境界条件は, 上部境界面のある点 (この点は境界面から出ることはできない) において全圧
力 (基本場と擾乱の合計)が変化しないことである4). よって自由表面で

d (p + p) /dt = 0

となる. これは線形化によって近似され, 以下の式となる.

∂p

∂t
+ U

∂p

∂x
+ w

∂p

∂z
= 0 at z = H. (3-27)

解 (3-25), (3-26)と系 (3-23)を利用することで以下に続くような結果が得られる.

まずは, 静水圧平衡でない場合を考える. (3-25)と系 (3-23)によって以下の結果が得られる.

Ψ(z) = ia(eµz + e−µz),
P (z) = −ia(U − c)(eµz + e−µz).

(3-28)

2)この指数の解は (3-3) の解の形と同じとなる. そのためこの解は (3-5) の特殊な場合での解として得られる.
3)指数関数は以下のようにべき級数展開される.

ex =
∞X

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · [|x| < ∞].

これを利用すると,

eµz = 1 + µz + (µz)2/2 + · · · , e−µz = 1− µz + (µz)2/2− · · ·
となる. 結果として

eµz − e−µz = 2µz + (µz)3/3 + · · ·
となる. ここで右辺の第 2 項以降を無視することで本文の解になる.

4)具体的にこのような境界条件を用いているものとして海洋がある. 海洋表面の境界条件として, 全圧力は常に大気圧す
る場合が多い.
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(3-25)と (3-28)を (3-27)に代入することで得られる振動数 (ν = µc) の式を解くと以下の位相速度
が得られる5) :

c = U ±
(

gL
2π

tanh
2πH

L
)1/2

. (3-29)

なお, Lは波の波長で波数 µとは µ = 2π/L という関係にある.

次に, 静水圧平衡の場合を考える. (3-26)と系 (3-23)によって以下の結果が得られる.

Ψ(z) =
ia

µ
,

P (z) = − ia(U − c)
µ

.
(3-30)

(3-26)と (3-30)を (3-27)に代入して簡単にすると静水圧平衡とした場合の位相速度が得られる.

c = U ±
√

gH. (3-31)

(3-31) で与えられた位相速度で進む波は普通, 浅水波 (shallow-water wave) もしくは長波 (long
wave)と呼ばれる. (3-29)における比H/Lが比較的大きい場合 (およそ 0.5以上) 6), 位相速度は近
似的に

c
.= U ±

√
gL
2π

となる. この波は深水波 (deep-water wave) 7) と呼ばれる. この場合, 流体粒子の軌道はほぼ円を
描く8). 一方, H/Lが小さい (0.04以下)の場合は (3-29)は (3-31)の形になる9). この場合の粒子
の軌跡はよく伸びた楕円状になり, 結果としてほぼ水平線になる. 均質大気を仮定する場合, (3-21)
と状態方程式より gH = p0/ρ = RT となる10). すると (3-31)は以下のように書くこともできる.

c = U ±
√

RT. (3-32)

このようにすると,「長」重力波の速度は (3-10)で得られた音波やラム波の速度とほとんど同じに
なることがわかる.

(3-31)で与えられた長重力波と呼ばれる波の位相速度は鉛直方向加速度を除外した場合, すなわち
擾乱が静水圧平衡な場合に得られる. この結果は以下のようにもう少し直接的な方法でも得るこ

5)この解の導出に関しては 3-5-A 参照.
6)H/L & 0.5 の場合, e2πH/L & 23.1407, e−2πH/L . 0.0432 となり, e2πH/L À e−2πH/L である. よって

tanh(2πH/L) =
e2πH/L − e−2πH/L

e2πH/L + e−2πH/L ' e2πH/L

e2πH/L = 1

となる.
7)「深水波」は H À L の場合, つまり流体の深さ (高さ) が波長に比べて十分に大きい場合の水面波の呼称である. 逆

に H ¿ L の場合には流体の深さが波長に比べて十分に小さいため, この場合の波を「浅水波」と呼ぶ.
8)木村 (1983) を参照のこと.
9)2πH/L = x とおき, ex, e−x をテイラー展開すると, ex = 1 + x + x2 + · · · , e−x = 1 − x + x2 − · · · となる.

2πH/L = x は微小であることから x の 2 乗以上を無視すると,

tanh x =

�
ex − e−x

ex + e−x

�
' 2x

2
= x = 2πH/L

となる. これを (3-29) に代入すると, (3-31) と同じになる.
10)ここでの ρ, T は均質大気の密度, 温度を表す.
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とができる. 静水圧平衡を仮定すると, 流体のいかなる点でも gρ(h − z) = pが成り立つ11). hは

自由表面の高さである. h = H + h′, p = p + p′ とおき, 基本場は静水圧平衡をみたすとすると,
gρ(H − z) = pより, gρh′ = p′が得られる12). このようにすると, 以下の式が成り立つ. (プライム
(′)は記号から外してあるので注意すること).

g
∂h

∂x
=

1
ρ

∂p

∂x
.

上記の式を利用すると, (3-20)の最初の方程式は以下のように書くことができる.

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ g

∂h

∂x
= 0. (3-33)

uや hは擾乱である.

uと hに関する 2つ目の式は連続の式 (3-20c)を鉛直方向に積分することで得られる. しかし, 質
量保存の式は以下のように簡単に直接得ることもできる (図 2-2を見よ):

図 3-2: 質量の流入出 (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic

Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

∂(ρh)
∂t

= −∂(ρuh)
∂x

.

線形化し, 簡単にすることで以下の式が得られる13).

∂h

∂t
+ U

∂h

∂x
+ H

∂u

∂x
= 0. (3-34)

11)自由表面上 z = h では p = 0 としている.
12)gρ(H − z) = p より,

gρ(h− z) = p

gρ(H + h′ − z) = p + p′

gρh′ = p′.

13)h = H + h′, u = U + u′ であり, ρ は一定なので,

∂(ρh)/∂t = −∂(ρuh)/∂x

∂(H + h′)/t = −(U + u′)∂(H + h′)/∂x− (H + h′)∂(U + u′)/∂t

となる. この式を線形化することで (3-34) が得られる.
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ここで hおよび uは擾乱である. hは zの関数ではない14) ので uも zの関数ではなくなる15). よっ
て hと xは以下の形で書くことができる.

u = u0e
iµ(x−ct), h = h0e

iµ(x−ct).

u0, h0 は定数である. これらを (3-33)および (3-34)に代入し, 得られた同次系の行列式16) をゼロ

とすることで浅水波の位相速度が得られる.

c = U ±
√

gH.

これは (3-31)と等しい.

ここで述べられた重力波は普通外部重力波 (external gravity wave) 17) と呼ばれる. それはこの波
の最大振幅がちょうど流体の境界となるからである. また, 2-4節でも登場した内部重力波というも
のもある. これは密度の異なる流体同士の境界で発生したり, 密度が連続的に異なる場所で発生す
る. そのような内部重力波の伝播速度はここで述べられた外部波とは全く異なる場合もある. 簡単
な例として, 2つの半無限大の層が密度と速度のゼロ桁の不連続面で分けられているとする. この
場合の波の速度は以下の式で与えられる. (Haltiner and Martin, 1957 18) を見よ).

c =
ρU + ρ′U ′

ρ + ρ′
±

[
gL(ρ− ρ′)
2π(ρ + ρ′)

− ρρ′(U − U ′)2

(ρ + ρ′)2

]1/2

.

ここでのプライム (′)は上層での変数を表す. この結果を得るためには擾乱が ±∞(上と下)にお
いて消えることを仮定しなければならない. 以前に議論した「深水」波の位相速度はこの公式で
ρ′ = 0とおくことができる特別な場合にのみ得ることができる. その他にもシアーの無い波の場
合は U = U ′, 純粋にシアの波の場合は ρ = ρ′ とすることでこれらの波の位相速度を知ることが

できる. ここで注意しなければならないのは, 根号内の量が負になった場合である. この場合, 位
相速度は複素数となり, 不安定な波が生じる. このような増幅する解はケルビン-ヘルムホルツ波

(Kelvin-Helmholtz wave)と呼ばれる.

3-5-A 非静水圧平衡での表面波の位相速度の導出

(3-29)の導出をおこなう. (3-25)と (3-28)より圧力の擾乱 pと鉛直速度の擾乱 wは以下のように

なる.

p = −iρa(U − c)(eµz + e−µz)eiµ(x−ct), (3-5-A-1)

w = a(eµz − e−µz)eiµ(x−ct). (3-5-A-2)
14)h は自由表面の擾乱なので当然 z に依存しない.
15)つまり, 静水圧を導入したことで u(x, z, t) であったものが u(x, t) となることがわかる.
16) �

U − c g
H U − c

� �
u0

h0

�
= 0.

17)全くの余談だが, 鉛直方向には波として伝播せず, 振幅が単調に減少しているような波を総称して外部波 (external
wave) と呼ぶ. 例えば, 水平方向には重力波または音波として伝播するが, 高さ方向には伝播しない波がある. ここまでに
紹介した外部重力波 (external gravity wave) とラム波 (Lamb wave) である.
更に余談だが, 水面における外部重力波は水面波 (water wave) と呼ばれる. 詳しくは気象科学事典 (1998) 参照.

18)詳しくは Drazin(1981) や Haltiner(1957) を参照のこと.
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(3-5-A-1)より

∂p/∂t = −ρacµ(U − c)(eµz + e−µz)eiµ(x−ct),

U∂p/∂x = Uρaµ(U − c)(eµz + e−µz)eiµ(x−ct) (3-5-A-3)

(3-5-A-2)と (3-5-A-3)と擾乱無しの静水圧の式19) を (3-27)に代入して計算すると,

−ρacµ(U − c)(eµH + e−µH)eiµ(x−ct) + Uρaµ(U − c)(eµH + e−µH)eiµ(x−ct)

−gρa(eµH − e−µH)eiµ(x−ct) = 0

−cµ(U − c)(eµH + e−µH) + Uµ(U − c)(eµH + e−µH)− g(eµH − e−µH) = 0

−c(U − c) + U(U − c)− g

µ

(
eµH − e−µH

eµH + e−µH

)
= 0

c2 − 2cU + U2 =
g

µ
tanh(µH)

(c− U)2 =
g

µ
tanh(µH)

c = U ±
{

g

µ
tanh(µH)

}1/2

となる. 波は x方向へのみ伝播するので (つまり z方向は考えないので), 波長 Lは L = 2π/µであ

る. これより位相速度は

c = U ±
{

gL
2π

tanh
(

2πH

L
)}1/2

となる.

19)

∂p

∂z
= −gρ.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



106 数値予報モデルのための気象力学 3-6 慣性重力波とロスビー波

3-6 慣性重力波とロスビー波

概要¶ ³

地球の自転を考慮するとコリオリ力が働き, 慣性重力波 (inertial gravity wave)やロスビー波
(Rossby wave)といった波が発生する. この節ではこれらの波について議論する. 浅水方程式
系 (shallow-water equations) を線形化して波動解を与えることにより, これらの波の性質を示
す関係式を得る. また, 慣性重力波とロスビー波のそれぞれについて渦度と発散のどちらが支
配的かを調べてみる.

µ ´

この節では, 前節で導出した静水圧を満たす一つの層に関する方程式系に地球の回転の効果を加え
て考える. コリオリ力によって引き起こされる歪みは低周波である重力波に影響を及ぼす. さらに,
コリオリパラメータが空間的変化1) することによってロスビー波が生ずる. この地球の回転を考え
た場合の運動方程式は以下のような形で書くことができる2) 3).

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv + g

∂h

∂x
= 0, (3-35a)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu + g

∂h

∂y
= 0. (3-35b)

静水圧と密度一定を仮定しているため, 水平方向気圧傾度力4) は高さに依存しない. また, 速度場
は高さに依存しないと始めに仮定しており, (3-35)における鉛直移流項は除外されている. 非圧縮
を仮定することで, 連続の式は以下のように線形化される.

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0. (3-36)

(3-36)を z方向に z = 0から z = hまで積分すると,
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
h + wh − w0 = 0 (3-37)

となる. 運動学的境界条件を考えると, 下部境界は動かないため z = 0での wは消えなければなら

ない. (つまり w0 = 0となる). 一方, 上部境界における w = dz/dtは自由表面が上下する変化率

を表す. そのため, wh = dh/dtとなり, (3-37)は以下のようになる.

h

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
= −dh

dt
= −

(
∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y

)
. (3-38)

この式は 2-5節で得られた (3-34)と同じ形だが, ここではいくらか違う方法で得られた. 方程式
(3-35a), (3-35b), (3-38)によって 3つの未知数 u, v, hに関する 3つの方程式系が構成される. この
方程式系は浅水方程式系 (shallow-water equations)と呼ばれる. これら 3つの式の組み合わせから

1)コリオリパラメータ f = 2Ω sin ϕ はこの定義からも分かるように緯度 ϕ によって変化する.
2)ここの物理量は擾乱ではないので注意.
3)この式は (2-16), (2-17) から得ることができる. (2-16), (2-17) から外力とメトリック項を省き, 前節で得た関係式

g∂h/∂x = (1/ρ)∂p/∂x, g∂h/∂y = (1/ρ)∂p/∂y を利用して圧力項を書き直すと (3-35) の両式になる.
4)つまり, ∂p/∂x = 0, ∂p/∂y = 0 ということ.
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重要な方程式が得られる. (3-35b)を xで微分した式と (3-35a)を yで微分した式の差をとると, こ
のモデルでの渦度方程式が得られる. 以下がその式である5).

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+ βv = −(ζ + f)

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
= (ζ + f)

1
h

dh

dt
. (3-39a)

β = ∂f/∂yである. この式は以下のようにも書ける.

d

dt

(
ζ + f

h

)
= 0. (3-39b)

この式によりポテンシャル渦度 (potential vorticity) 6) と呼ばれる量 (ζ + f)/hが保存されるこ

とがわかる. これは Ertel によって提唱された一般的なポテンシャル渦度理論7) からすると特別な

ケースである. 方程式 (3-39b)は絶対角運動量の保存の式と対応する. これは, 回転している円柱流
体での高さの変化による影響を考えてみるとわかる. hが増えるにつれ円柱の断面積は小さくなる

ので円柱はより早く回転する. このことは円柱の角速度が (ζ + f)/2であることから (3-39b)と一
致する.

方程式 (3-35)と (3-38)を U(一定)とH で線形化する. これらの量は以下のような地衝風的な関係
にある8).

U = − g

f

∂H

∂y
. (3-40)

H はここまでで考えてきた密度一定の流体の深さである. 擾乱 u, v, h 9) と f が yに依存しないと

すると, 方程式系 (3-35a), (3-35b), (3-38)は以下のようになる.

δ

(
∂u

∂t
+ U

∂u

∂x

)
− fv + g

∂h

∂x
= 0,

∂v

∂t
+ U

∂v

∂x
+ fu = 0, (3-41)

∂h

∂t
+ U

∂h

∂x
+ H

∂u

∂x
+ v

∂H

∂y
= 0.

δのついている項は発散方程式において dD/dt (D = ∂u/∂x+∂v/∂y)となる項である. 一般的な発
散方程式は運動方程式の u, v成分を x, yで微分することで得られる. 今回の場合, ∂v/∂y = 0なの
で uの項だけで発散になる. 係数 H を定数と扱い10), 擾乱を u0e

iµ(x−ct), v0e
iµ(x−ct), h0e

iµ(x−ct)

という調和関数と仮定すると, (3-41)は以下の方程式系に変形する.

δ(U − c)iµu0 − fv0 + giµh0 = 0,

fu0 + iµ(U − c)v0 = 0, (3-42)

iµHu0 + ∂H/∂y v0 + iµ(U − c)h0 = 0.

5)この式の導出に関しては 3-6-A 参照.
6)ポテンシャル渦度に関しては Pedlosky(1987) を参照のこと.
7)業界によって様々な「ポテンシャル渦度の式」が存在するため, それらと区別するため Ertel のポテンシャル渦度の

式と言う.
8)この関係式は (3-35b) において u = U, v = 0, h = H とすることで得ることができる. 関係式 fU = g(∂H/∂y) の左

辺はコリオリ力の項であり, 右辺は気圧傾度力の項である. (この項は元々(1/ρ)(∂p/∂y) を変形したものである).
9)ここからは u, v, h は擾乱の量になるので注意.

10)ここでは多少特殊な仮定をおこなう. H を定数と扱うのだが, ∂H/∂y も定数と扱うのである. H を定数と扱うならば
∂H/∂y = 0 となりそうなものだが, そうは扱わない.
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(3-42)が u0, v0, h0 に関して自明でない解を持つためには以下の条件が満たされねばならない.
∣∣∣∣∣∣∣

δ(U − c)iµ −f gµi

f (U − c)iµ 0
iµH ∂H/∂y (U − c)iµ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

この行列式を展開すると, 以下の振動数に関する 3次元方程式が得られる.

δ(U − c)3 − (gH + f2/µ2)(U − c)− fg

µ2

∂H

∂y
= 0. (3-43)

この方程式は 2つの早い重力波の解と 1つの遅い気象学的解を持つ. 早い解だけを取り出すために
は U = 0, δ = 1とする. すると以下のような位相速度の解が得られる.

c = ±
√

gH + f2/µ2. (3-44)

もう一つの解は c = 0である. これらは慣性重力波 (inertial gravity wave)と呼ばれる波である.
f = 0にすると (3-44)は浅水波に関する公式 (3-31)になる.

もしも根号内の 1 つ目の項が 2 つ目の項との比較で落とせるのならば, 以下のように慣性振動
(inertial oscillation)のみを取り出すことができる11).

ν = µc = ±f. (3-45)

スケール (1/µ)が十分に大きいか, もしくは gH が十分に小さい場合にこの状態は成り立つ. この
慣性重力波の解は圧力勾配を無視することで非線形の運動方程式から直接得ることができる.

du

dt
= −fv,

dv

dt
= fu. (3-46)

これらの式を組み合わせることで以下の式が得られる.

d2u

dt2
+ f2u = 0. (3-47)

この式は以下のような形の解を持つ.

u = u0e
±ift. (3-48)

この解から ν = ±f であることがわかる. このことから慣性振動の周期は 2π/ν = 2π/f = 12/ sin ϕ

[1/hr] であることがわかる12).

次に, (3-43)の遅い気象学的な解は δ = 0とすることで得ることができる.

c = U +
(f/H)∂H/∂y

µ2 + (f2/gH)
.

この式は基本状態のポテンシャル渦度 q = f/Hで書くことができる. ポテンシャル渦度の y微分は,

∂q

∂y
= − f

H2

∂H

∂y
=

f2U

gH2
(3-49)

11)いまさらだが, f = 2Ω sin ϕ [1/s] である.
12)地球は 24 時間で一回転するので Ω = 2π/24 [1/hr] である. コリオリパラメータは f = 2Ω sin ϕ なので, 2π/f =

π/Ωsin ϕ = 12/ sin ϕ である.
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となる. 自由表面の高さ H(y)は基本場での地衡流平衡 (3-40)を満たすため y 方向に勾配を持つ.
そのため基本状態でのポテンシャル渦度の勾配はゼロにはならない13). (3-49)によって位相速度は
次のように書くことができる.

c = U − H ∂q/∂y

µ2 + (f2/gH)
. (3-50)

この解はロスビー波 (Rossby wave)の形である. この位相速度は観測される総観規模での擾乱とよ
く一致する. この式は f が緯度によって変化する場合に一般化される. この場合はポテンシャル渦
度の勾配は以下のようになる.

∂q

∂y
=

(
β − f

H

∂H

∂y

)
/H = [β + (f2U/gH)]/H. (3-51)

β = df/dyである. これはロスビー波が基本場の流れに相対的な方向 k ×∇qへ伝播する法則の一

つの例である14). f の y方向変化 (つまり β)に依存する位相速度は (3-50)と (3-51)から得ること
ができる. これは (3-41)において f = f(y)を使い, vの運動方程式を線形化した渦度方程式にする

ことで確認できる.

ロスビー波は (3-41)において δ = 0とすることで (3-43)で取り出すことができる. この場合, v成

分は地衡流的である. つまり,

fv = g
∂h

∂x
(3-52)

である. しかし, u成分は発散に比例し, 地衡流的ではない.

擾乱場が xと yで変化する場合, 解析をおこなうには式 (3-35a)と (3-35b)を渦度と発散の式に変
形する必要がある. この場合, 発散方程式において発散の時間微分 (dD/dt)が無視される時, 重力
波は排除されることが分かる15). これによって風の回転の要素と高さとの関係が分かる. 具体的に
は地衡流の状態を表す式 (3-52)がその関係式に当たる.

ここまでで考えてきた 2種類の波の渦度と発散を比較すると面白い. この比較は今回のように物理
量が y方向に変化しない場合には特に簡単で, 以下のようになる.

∣∣∣∣
D

ζ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂u/∂x

∂v/∂x

∣∣∣∣ . (3-53)

慣性重力波 (U = 0)の場合の比較をおこなうために, (3-41)の v成分の式において v = eiµ(x−ct)と

すると, 以下の関係式が得られる16).

v = − ifu

µc
. (3-54)

13)ここでは f は y 方向に変化しないことにしているので注意.
14)ロスビー波の伝搬方向に関しては 3-6-C を参照のこと.
15)(3-41) で考えてみる. u 成分の式を x で微分して発散の式を作る. なお, 擾乱は y 方向には変化しないため, 発散 D
は D = ∂u/∂x である.

∂D

∂t
+ U

∂D

∂x
− f

∂v

∂x
+ g

�
∂2h

∂x2

�
= 0.

ここで D の時間微分 (= dD/dt) を無視すると, 関係式 fv = g∂h/∂x が成り立つ. これは (3-52) と同じ式である. つま
り, D の時間微分を無視することは (3-41) にて δ の項を排除することと同じ結果になる.
16)U = 0であるため, (3-41)の v成分の式は ∂v/∂t+fu = 0となる. v = eiµ(x−ct)とすると, ∂v/∂t = −iµceiµ(x−ct) =
−iµcv となり, 関係式 (3-45) が得られる.
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(3-54)と (3-44)より比 (3-53)は以下のようになる.
∣∣∣∣
D

ζ

∣∣∣∣
I−G

= (1 + µ2ghf−2)1/2. (3-55)

この量は常に 1よりも大きい. つまり慣性重力波においては発散は渦度に対して支配的であるとい
うことが分かる.

地衡風もしくはロスビー波 (δ = 0)の場合, 渦度と発散を hの項で記述すると便利である. (3-52)
から渦度を得ることができる17).

∂v

∂x
= −µ2g

f
h. (3-56)

以下の uと hに関する診断方程式18) は δ = 0として (3-41)から導出できる19).

∂2u

∂x2
− f2

gH
u =

U

H

∂2h

∂x2
. (3-57)

この式は風の発散要素についての準地衡流方程式 (quasi-geostrophic equation)である. 指数的な波
形を与え20), さらに xで微分すると21), 以下の式が得られる.

∂u

∂x
=

iµUgh

gH + (f2/µ2)
. (3-58)

(3-56)と (3-58)を (3-53)に代入すると比は
∣∣∣∣
D

ζ

∣∣∣∣
R

=
(Uµ/f)

(µ2gH/f2) + 1
(3-59)

となる. この量は数値計算においてはロスビー数 (Rossby number)と呼ばれ, 総観規模の運動では
だいたい 1/10 くらいの値を持つ. 分母は 1より非常に大きいため, ロスビー波では発散は渦度に
比べて小さい. これは第 4章のスケール解析の定式化において役に立つ.

3-6-A 渦度方程式とポテンシャル渦度保存の式の導出

渦度方程式 (3-39a)とポテンシャル渦度保存の式 (3-39b)の式を導出する.

17)hを eiµ(x−ct) とおいて (3-52) を x で微分するとこの式が得られる. ちなみに ∂u/∂y = 0 なので渦度は ζ = ∂v/∂x
である.
18)時間微分の項を含まない式のこと.
19)この式の導出に関しては 3-6-B 参照.
20)具体的には u = u0eiµ(x−ct), h = h0eiµ(x−ct) のように波形を仮定する.
21)指数的な波形を与えたことで ∂2u/∂x2 = −µ2u, ∂2h/∂x2 = −µ2hとなる. これによって u = Ugh/(gH + f2/µ2)
という関係式が成り立つ. 更にこの式を x で微分する.
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渦度方程式 (3-39a)

(3-35b)を xで微分した式と (3-35a)を yで微分した式はそれぞれ

∂

∂t

(
∂v

∂x

)
+ u

(
∂2v

∂x2

)
+

∂u

∂x

∂v

∂x
+ v

∂

∂y

(
∂v

∂x

)
+

∂v

∂x

∂v

∂y
+ f

∂u

∂x
+ g

∂

∂x

(
∂h

∂y

)
= 0,

(3-6-A-1)
∂

∂t

(
∂u

∂y

)
+ u

∂

∂x

(
∂u

∂y

)
+

∂u

∂y

∂u

∂x
+ v

(
∂2u

∂y2

)
+

∂v

∂y

∂u

∂y
− f

∂v

∂y
− v

∂f

∂y
+ g

∂

∂y

(
∂h

∂x

)
= 0

(3-6-A-2)

となる. (3-6-A-1)から (3-6-A-2)を引くと,

∂

∂t

(
∂v

∂x
− ∂x

∂y

)
+ u

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ∂x

∂y

)
+

∂u

∂x

(
∂v

∂x
− ∂x

∂y

)

+v
∂

∂y

(
∂v

∂x
− ∂x

∂y

)
+

∂v

∂y

(
∂v

∂x
− ∂x

∂y

)
+ f

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
− v

∂f

∂y
= 0 (3-6-A-3)

となる. 渦度は ζ = k · (∇× V ) = ∂v/∂x− ∂u/∂yなので, (3-6-A-3)は

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+ ζ

∂u

∂x
+ ζ

∂v

∂y
+ f

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
− βv = 0

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+ βv = −(ζ + f)

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
(3-6-A-4)

となる. β = ∂f/∂yである. 最後に (3-38)を (3-6-A-4)の右辺に使うと, 以下の渦度の式となる.

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+ βv = (ζ + f)

1
h

dh

dt
. (3-6-A-5)

ポテンシャル渦度保存の式 (3-39b)

(3-6-A-5)の式を変形してポテンシャル渦度保存の式を導出する. f は y のみに依存し, ∂f/∂t =
∂f/∂x = 0であることに注意すること.

∂ζ

∂t
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
+ v

∂f

∂y
+ (ζ + f)h

d

dt

(
1
h

)
= 0

∂

∂t
(ζ + f) + u

∂

∂x
(ζ + f) + v

∂

∂y
(ζ + f) + (ζ + f)h

d

dt

(
1
h

)
= 0

1
h

d

dt
(ζ + f) + (ζ + f)

d

dt

(
1
h

)
= 0

d

dt

(
ζ + f

h

)
= 0. (3-6-A-6)

3-6-B 準地衡流方程式の導出

浅水方程式を線形化した方程式系 (3-41)から準地衡流方程式 (3-57)を導く.
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δ = 0 なので, (3-41) の 1 つ目の式は fv = g∂h/∂x となる. この式と基本場の地衡流平衡の式
(3-40) 22) を (3-41)の 2, 3つ目の式に代入し, 3つ目の式に関しては更に xで微分すると, 以下の
ようになる.

∂

∂t

(
∂h

∂x

)
+ U

∂2h

∂x2
+

f2

g
u = 0, (3-6-B-1)

∂

∂t

(
∂h

∂x

)
+ U

∂2h

∂x2
+ H

∂2u

∂x2
− U

∂2h

∂x2
= 0. (3-6-B-2)

(3-6-B-1)から (3-6-B-2)を引くことで準地衡流方程式が得られる.

∂2u

∂x2
− f2

gH
u =

U

H

∂2h

∂x2
. (3-6-B-3)

3-6-C ロスビー波の伝搬する方向

本文内には「ロスビー波は基本場の流れに相対的な方向 k×∇qへ伝播する」という表現があるの

だが, これについて解説する.

q = f/H なので qは y方向にのみ依存する. よって,

∇q =




0
∂q
∂y

0




である. すると,

k ×∇q =




i j k

0 0 1
0 ∂q/∂y 0


 = −∂q

∂y
i

となる. つまり実際にはロスビー波は東西方向に伝搬することが分かる. (3-49)から U の逆方向に

伝搬することがわかる.

22)U = −(g/f)∂H/∂y
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3-7 初期条件の応答

概要¶ ³

初期条件の取り扱いについて議論する. 実際に観測すると, 総観規模においてはロスビー波に
近い性質の波は観測されるが, 慣性重力波はあまり見えない. 初期値を決める際にはこの実際
に合うように決める必要がある. この節では前節で扱った慣性重力波とロスビー波を考慮して
初期値を導く.

µ ´

2-7, 2-8節では, 11章で議論する初期値の取り扱いに関して背景を説明する. 前節では 2つのタイ
プの波動について紹介した. 1つ目は速い慣性重力波で約 300m sec−1の速度を持つ (H = 10kmの
場合). 2つ目は遅いロスビー波で約 10m sec−1 1) の速度を持つ. たいていの気象システム2) では

ロスビー波くらいの位相速度を持つ. このことは, 総観規模の運動では慣性重力波は小さな振幅し
か持たないことを示している. 完全な (つまりは δ = 1な)方程式系を予報に使う時には, 慣性重力
波が小さな振幅を持つようにそれらの初期値をとることが重要である. この問題は任意の初期条件
を用いた前節の解を足し合わせることで調べることができる. 前節では (3-44)より慣性重力波の 2
つのモードが, (3-50)よりロスビー波の 1つのモードが得られた. それぞれのモードに対して位相
速度があり, それらの 3つの位相速度 cj , j = 1, 2, 3に対応して, 速度成分 uj , vj と自由表面の高さ

hj に関する異なる解のセットが存在する. しかし, 系 (3-41)は同次方程式であるため, 後者の物理
量3) の一つはどのセットでも任意となってしまうため, 解くためにはどれか一つを特定しなければ
ならない4). ここでは µを固定した上で uj を uj = U − cj と特定して, 他の振幅 vj , hj に関する方

程式系 (3-42)(δ = 1)の上 2つの式を解く. その結果は以下のようになる5).

uj = U − cj ,

vj = if/µ, (3-60)

hj = g−1
[
(f2/µ2)− (U − cj)2

]
.

1)10 m sec−1 = 864 km day−1 ∼ 1000 km day−1 である. これはおよそ低気圧や高気圧の移動する速度である.
2)ここでは中緯度での温帯低気圧の移動のような気象システムを考えている. 当然他にも気象システムには「降雨」や

「竜巻」といった様々なスケールのものがある.
3)uj , vj , hj のこと.
4)(3-42) を u0, v0, h0 に関して解いてみても, 一意に解は得られない. ただし, u0, v0, h0 の 3 変数の互いの関係式は得

られるため, この 3 つのうちどれかを決定すれば他の 2 変数は決めることができる.
5)(3-42) の u0, v0, h0 にそれぞれ uj , vj , hj を代入する. まず, uj = U − cj を (3-42) の 2 つ目の式

fu0 + iµ(U − c)v0 = 0

に代入して vj の値を得る. それらを 1 つ目の式

(U − c)iµu0 − fv0 + giµh0 = 0

に代入することで hj が得られる.
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特定の µに関する一般的な解は以下のようになる.

u =
3∑

j=1

ajuje
iµ(x−cjt),

v =
3∑

j=1

ajvje
iµ(x−cjt), (3-61)

h =
3∑

j=1

ajhje
iµ(x−cjt).

ここで aj は任意の定数である.

t = 0における u, v, hの初期値は調和関数の波動解 u(x, 0) = u0e
iµx, v(x, 0) = v0e

iµx, h(x, 0) =
h0e

iµxだと考える. u0, v0, h0は複素定数である. これらの初期条件を (3-61)に代入すると, 以下の
ようになる.

u0 =
3∑

j=1

ajuj ,

v0 =
3∑

j=1

ajvj , (3-62)

h0 =
3∑

j=1

ajhj .

位相速度は近似的に以下のようになる6).

c1 = U − U

1 + (gHµ2/f2)
,

c2 = U +
√

gH + (f2/µ2), (3-63)

c3 = U −
√

gH + (f2/µ2).

(3-63)を (3-60)に代入し, それらの値を (3-62)に代入して aj に関して解くと, aj が得られる.

a1 =
iµf−1gHv0 − gh0

U2f4µ−4α−2 − α
,

a2,3 = ∓u0/2α1/2 ∓ ifµ−1(1± Uα−1/2)v0 + gh0

2(Uf2µ−2α−1/2 ± α)
. (3-64)

なお, α ≡ gH + f2µ−2 7) である.

初期状態が地衡流的であると考えると,

u = − g

f

∂h

∂y
= 0, v =

g

f

∂h

∂x

であり, これらは

u0 = 0, v0 = iµf−1gh0 (3-65)
6)1 つ目の式は (3-50) に (3-49) を代入することで得られる. 2,3 つ目の式は (3-44) に基本場の平均風速を加えたもの

である.
7)つまり慣性重力波の位相速度の 2 乗である. (3-44) を参照せよ.
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と対応する8). これら初期条件を (3-64)に代入すると, 振幅は以下のようになる.

a1 =
µ2f−2gh0

1− U2f4µ−4α−3
,

a2,3 =
Uα−3/2gh0

2(1± Uf2µ−2α−3/2)
. (3-66)

総観規模における擾乱では以下のような不等式が成り立つ9).

α1/2 > fµ−1 À U. (3-67)

vの初期値へのロスビー波の寄与 [すなわち, (3-61)の 2つ目の式に対する ifµ−1a1 のことである]
は v0の位相と一致し, その大きさは v0に比べてわずかに大きいだけである10). これは初期の回転
成分11) がほぼ地衡流的であることを示唆している. 慣性重力波は初期条件 (3-65)にも現れている
のだが, 慣性重力波の振幅とロスビー波の振幅の比は

a2,3

a1
' U

(gH)1/2

f2

µ2gH
(3-68)

であり, (3-67)よりこの数値は非常に小さい.

u0に適切な値をとると, 慣性重力波は完全に消去することができる. (3-64)において a2,3はゼロで

あるとし, v0 に関する地衡流の関係を用いると, u0 の式が得られる12).

u0 =
Ugh0

gH + f2µ−2
. (3-69)

ここでは分母において αに比べて小さい項は落としてある. 初期状態の uの振幅 (3-69)と (3-61)
における指数部分より, (3-58)で与えられたような準地衡流発散が正確に得られる13).

8)初期状態を考えているのだから, u(x, 0) = u0eiµx, v(x, 0) = v0eiµx, h(x, 0) = h0eiµx を地衡流平衡の式に代入す
るとこれらの式が得られる.

9)総観規模での平均的な物理量からこの不等式について考えてみる. f ∼ 10−4, µ ∼ 1/103 [km−1] とすると, fµ−1 ∼
10−4× 106 = 100 [m/s]. g ∼ 10 [m/s2], H ∼ 104 [m]とすると, α1/2 =

p
gH + f2µ−2 ∼ √

105 + 104 ∼ 102
√

10 ∼
300 [m/s]. そして U ∼ 10 [m/s] である. こう考えると, (3-67) が総観規模における不等式であることが分かる.
10)ifµ−1a1 は (3-66) より,

ifµ−1a1 = ifµ−1 µ2f−2gh0

1− U2f4µ−4α−3

= iµf−1gh0
1

1−
�

U√
α

�2 �fµ−1

√
α

�4

∼ iµf−1gh0

(
1 +

�
U√
α

�2 �fµ−1

√
α

�4
)

となる. なお, 計算の途中で (3-67) を用いて近似を行った. この結果より, i がついているため v0 = iµ−1gh0 と位相が一
致することが分かる. また, v0 と異なるのは (U/

√
α)2(fµ−1/

√
α)4 の分であり, これは (3-67) より微小であることがわ

かっている. これより, ロスビー波の寄与と v0 が非常に似ていることがわかる.
11)ここで言う「回転成分」とはロスビー波の成分のことである. 2-6 節で慣性重力波は発散が支配し, ロスビー波は回転
が支配することは既に述べられた. つまりここでは, j = 1はロスビー波の成分なので「回転成分」であり, j = 2, 3は慣性
重力波の成分なので「発散成分」である.
結局, わざわざ地衡流平衡の定義を用いずとも, 総観規模における各物理量の大きさを考える (具体的には (3-67)を用い

る) と, v ではロスビー波 (回転成分) が支配的であり, 始めからその回転成分がほぼ地衡風平衡な状態を作っているという
ことである.
12)(3-64)にて a2,3 = 0として, さらにそこに (3-65)の v0 = iµf−1gh0 を代入して近似することでこの u0 に関する式
が得られる.
13)(3-69) を (3-61) に代入すると,

u = u0eiµ(x−ct) =
Ugh0

gH + f2µ−2
eiµ(x−ct)
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となる. (正確には指数部は eiµ(x−cjt) なのでこの式は正しくないが, 簡単のためこう記述する.) これを x で微分して
h = h0eiµ(x−ct) を使うことで (3-58) が得られる.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 3-8 地衡風調節 117

3-8 地衡風調節

概要¶ ³

大きな規模で見た場合, 大気はほぼ地衡流バランスを保っている. 局所的に不均衡が生じた場
合も重力波がそのエネルギーを外へ伝搬して地衡流バランスが保たれるようになっている. こ
れを地衡風調節 (geostrophic adjustment)という. この現象をプリミティブ方程式系の初期値
の設定に利用する.
まず, 線型浅水方程式をフーリエ変換した方程式系を解き, その解を時間依存の項とそうでな
い項に分ける. これらの解はそれぞれ不均衡の状態と地衡流調節後の静止状態のものである.
これらの解を今度は逆フーリエ変換し, 風速, 高さの初期値を求める.

µ ´

2-7節ではそれぞれが同じ波長を持つ 2つの重力波とロスビー波の比較を取り扱った. 重力波は, 摩
擦が無い限り維持され続ける地衡流バランスに関して周期振動を生み出す. しかし, もし初期状態
において無限領域内のある限られた部分で不均衡が発生したとしても, 結果的に重力波はその不均
衡をその領域外に伝搬する. この一定期間の調節後には地衡流バランスの状態に戻る. このプロセ
スは, 不完全な初期状態が与えられた時のプリミティ方程式系の応答を決定する. 実際に, この調
節プロセスが機能し続けるおかげで, 大気はほぼ地衡流バランスの状態を保っている.

静止状態を基本場とした線形浅水方程式系は以下のようになる.

∂u

∂t
− fv + g

∂h

∂x
= 0,

∂v

∂t
+ fu = 0, (3-70)

∂h

∂t
+ H

∂u

∂x
= 0.

これらは (3-41)にて U = 0として得ることができる. 以前にも示したようにこの系は 3つの波動
解を持つ. 2つの慣性重力波 (3-44)とロスビー波 (3-50)である. H が一定の時, ∂q/∂y = 0なの
で1) ロスビー波は静止する2).

ここから, 空間フーリエ変換を用いて (3-70)を解く. フーリエ変換は以下のように定義される.

ũ(µ, t) =
∫ ∞

−∞
u(x, t)e−iµx dx. (3-71)

逆変換は以下のように記述できる.

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ũ(µ, t)eiµx dµ. (3-72)

(3-70)に e−iµx をかけ, −∞から∞まで積分する. x微分の項を部分積分すると, 無限における項

1)(3-49) から得られるものである.
2)(3-50) より, ∂q/∂y = 0 および U = 0 の場合, ロスビー波の位相速度はゼロになることが分かる.
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は落ち, 方程式系は以下のような普通の微分方程式になる3).

dũ

dt
= fṽ − iµgh̃,

dṽ

dt
= −fũ, (3-73)

dh̃

dt
= −iµHũ.

ṽと h̃は (3-71)と同様に定義される. uの初期値のフーリエ変換は以下のように与えられる.

ũ0 = ũ(µ, 0) =
∫ ∞

−∞
u(x, 0)e−iµxdx. (3-74)

ṽ0 と h̃0 も同様に定義される. 系 (3-73)は, 以前に浅水方程式系の解として得られたものと同じ,
e−iµcjtの形の解を持つ. つまり U = 0である場合には, 位相速度は c1 = 0, c2 = µ−1ν, c3 = −µ−1ν

となる. なお, ここでの振動数 ν は

ν =
(
f2 + µ2gH

)1/2
(3-75)

である. 任意の ũ0, ṽ0, h̃0 に関する一般解は (3-61)で uを ũに置き換えるなどした式と, U = 0と
した (3-64)から得ることができる. これらの組み合わせることで以下の解が得られる4).

ũ(µ, t) = ũ0 cos νt +

(
fṽ0 − iµgh̃0

ν

)
sin νt,

ṽ(µ, t) =
µ2gHṽ0 + iµgfh̃0

ν2
− fũ0 sin νt

ν
+

(
f2ṽ0 − iµgfh̃0

ν2

)
cos νt, (3-76)

h̃(µ, t) =

(
f2h̃0 − iµHfṽ0

ν2

)
− iµHũ0 sin νt

ν
+

(
µ2gHh̃0 + iµHfṽ0

ν2

)
cos νt.

どの式も定常状態の部分 ( )S と時間変化する部分 ( )T の足し合わせによって書くことができ

る. それぞれを記述すると,

ũS(µ) = 0,

ṽS(µ) =
iµg

f

(
f2h̃0 − iµfHṽ0

ν2

)
, (3-77)

h̃S(µ) =

(
f2h̃0 − iµfHṽ0

ν2

)

および,

ũT (µ) = ũ0 cos νt +
f

ν

(
ṽ0 − if−1µgh̃0

)
sin νt,

ṽT (µ) = −f

ν
ũ0 sin νt +

f2

ν2

(
ṽ0 − if−1µgh̃0

)
cos νt, (3-78)

h̃T (µ) = − iµH

ν
ũ0 sin νt +

iµHf

ν2

(
ṽ0 − if−1µgh̃0

)
cos νt

3)この計算に関しては 3-8-A 参照.
4)これらの解の導出に関しては 3-8-B 参照.
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である. 静止状態の解 (3-77)は ṽS = iµgf−1h̃S , ũS = 0なので地衡風バランスの状態を表す. こ
れは (3-73)において d/dt = 0とした場合と同じである. 時間変化する解 (3-78)は初期状態におけ
る地衡風バランスからのずれに直接比例している. 地衡風バランスからのずれとは, ṽ0− iµgf−1h̃0

と ũ0 のことである.

静止状態の解は後でより詳細に調べることにして, ここではまず時間変化する解が時間の増加する
につれて消えることを示す. 逆変換 (3-72)を使うと時間変化する解は以下のように書くことがで
きる.

uT (x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ũ0 cos νt eiµx dµ +

1
2π

∫ ∞

−∞

f

ν
d̃(µ, 0) sin νt eiµx dµ,

vT (x, t) = − 1
2π

∫ ∞

−∞

fũ0

ν
sin νt eiµx dµ +

1
2π

∫ ∞

−∞

f2

ν2
d̃(µ, 0) cos νt eiµx dµ,

hT (x, t) = − i

2π

∫ ∞

−∞

µH

ν
ũ0 sin νt eiµx dµ +

i

2π

∫ ∞

−∞

µHf

ν2
d̃(µ, 0) cos νt eiµx dµ.

(3-79)

なお,

d(x, t) = ν(x, t)− gf−1 ∂h

∂x
(x, t)

であり, これは地衡風バランスからのずれを意味する5). Schoenstadt(1977) は鞍点法 (saddle point
method), または停留点法 (stationary phase method)と呼ばれる方法をこの方程式系 (3-79)に用い
た. xを固定し, |x| ¿ LRft = (gH)1/2tである時, 方程式は以下のようになる6).

uT ∼ 1
(2πα)1/2

[
|ũ(x/α, 0)| cos(ft + φ) + |d̃(x/α, 0)| sin(ft + ψ)

]
,

vT ∼ 1
(2πα)1/2

[
−|ũ(x/α, 0)| sin(ft + φ) + |d̃(x/α, 0)| cos(ft + ψ)

]
, (3-80)

hT ∼ 1
(2πα)1/2

(−Hx)
fα

[
|ũ(x/α, 0)| sin(ft + φ)− |d̃(x/α, 0)| cos(ft + ψ)

]
.

ここで ψ と φ はゆっくりと変化する位相角度である. LR = (gH)1/2/f はロスビーの変形半径

(Rossby radius of deformation) 7) と呼ばれる量である. なお, α = L2
Rftである.

極限での解 (3-80)は, xを固定した場合, 時間変化する速度 uT , vT は t−1/2に比例して消え, hT は

t−3/2に比例して消えていくことを示している8). 初期の不均衡は慣性重力波を生じさせ, その慣性
5)この式に e−iµx をかけ, −∞ から∞ まで積分すると,Z ∞

−∞
d(x, t)e−iµxdx =

Z ∞

−∞
v(x, t)e−iµxdx + (g/f)

Z ∞

−∞
(∂h/∂x)e−iµxdx

d̃(µ, t) = ṽ(µ, t) + (g/f)

��
he−iµx

�∞
−∞ + iµ

Z ∞

−∞
he−iµxdx

�
= ṽ(µ, t) + (iµg/f)h̃(µ, t)

となる. 初期状態 t = 0 を考えると,

d̃(µ, 0) = ṽ0 + (iµg/f)h̃0

である.
6)停留点法に関しては有馬 他 (1991), 江沢 (1995), 後藤 他 (1979), 林 (1990) などを参照のこと.
7)
√

gH は水面波 (浅水波)の伝播速度であり LR は回転周期程度の時間 f の間で水面波の到達できる距離に対応してい
る.

8)α = L2
Rft であることに注意.
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重力波はエネルギーをその初期の不均衡な領域から遠くに運ぶことからこの振舞は生じる. 実際に
は, エネルギーは群速度 (group velocity) で伝搬する. 群速度は以下の式で与えられる.

G =
∂ν

∂µ
=

∂

∂µ
(f2 + µ2gH)1/2 = µgH(f2 + µ2gH)−1/2. (3-81)

この式は, 短波エネルギー9) が浅水波の速度で移動していくことを示している10). 一方, より大き
なスケールではエネルギーはよりゆっくり移動することも分かる11). 時間変化する波が初期の不均
衡領域から伝搬していった後には安定した状態だけが残る. これは (3-80)において数学的に示され
ている. この式では, xを固定した状態では解は段々小さくなっていく. (すなわち, 時間変化する
波は xとは関係なく動く).

最終的な解は比 L2
R/L2 に依存する. 波長のスケールは L = 1/µである. (3-77)を書き換えると,

ṽS =
1

1 + (L2
R/L2)

(
L2

R

L2
ṽ0 + iµf−1gh̃0

)
,

h̃S =
1

1 + (L2
R/L2)

(
L2

R

L2

fṽ0

iµg
+ h̃0

)
(3-82)

となる. 初期状態ではコリオリ力と圧力勾配が同じオーダーだと仮定する. このことは ṽ0 と

iµf−1gh̃0が同じオーダーを持つということである12). まず最初に L2 ¿ L2
R である場合を考える.

この場合に (3-82)は以下のように近似される.

ṽS = ṽ0, h̃S =
fṽ0

iνg
. (3-83)

最終的な風速は初期状態の風速と等しく, 最終的な高度は初期状態の風速場と地衡流的な関係にあ
ることが分かる.

L2 À L2
R という条件を (3-82)に用いると以下のように近似される.

ṽS = iµf−1gh̃0, h̃S = h̃0. (3-84)

この場合, 最終的な状態は全て初期状態の高さによって決定される. この振る舞いは次のように要
約することができる. スケールが LR より小さい場合, 最終的な状態は初期状態の風速によって決
定され, スケールが LRより大きい場合, 最終的な状態は初期状態の質量場によって決定される. こ
こで得られた単純なシステムでの結果は, より複雑なシステムでも成り立つ. この結果は 2次元順
圧大気13) にも用いられる. LR = cg/f の場合は連続成層の大気14) にこの結果を応用することが

できる. cg は慣性重力波の位相速度である15). この結果は, 鉛直構造を水平構造と分離して考え,
固有関数に代入して求めることができる.

9)ロスビーの変形半径 LR に比べて “短い” 波のことである.
10)本当はちゃんとエネルギーの式を求めてからでないと, G = ∂µ/∂µとは言えないがここではその式の導出は行わない.
11)f はコリオリパラメータなので規模が小さい場合には効果が弱く µgH(f2 + µ2gH)−1/2 ' √

gH と近似できる. 逆
に大規模になった場合はコリオリパラメータが効いてくるので f は残り, 群速度 G は小さくなる.
12)ṽ0 がコリオリ力を, iµf−1gh̃0 が圧力勾配を表す. これらの項は遡れば (3-73) の 1 つ目の式の右辺の第 1 項 fṽ, 第

2 項 iµgh̃ であり, 更に遡れば (3-70) の 1 つ目の式の左辺の第 2 項 fv, 第 3 項 g∂h/∂x である. この g∂h/∂x は 2-5 節
にて g∂h/∂x = (1/ρ)∂p/∂x という関係式によって圧力勾配を書き換えた項である. このことから ṽ0 がコリオリ力を,
iµf−1gh̃0 が圧力勾配を表すことが分かる.
13)順圧大気 (barotropic atmosphere)とは水平方向に温度が一様であり, 密度が圧力のみの関数であるような大気のこと
である. このような大気中での風は高さ方向に一様である.
14)基本場の密度が高さによって変化するような多層構造をもつ大気のこと. この節でのここまでの議論は, すべて一層の
大気での話であった.
15)2-6 節の (3-44) より cg = ±

p
gH + f2/µ2 であり, LR = (gH)1/2/f であるから, つまりコリオリ力が効かない場

合にこの応用は可能になる.
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中緯度における順圧大気でH ≈ 10kmの場合, LR = 3000kmであり, 2πLR = 18, 000kmである16).
この場合, おおよそ 5000kmの波長を持つ総観規模での波動は明らかに「短」波である17). しかし,
成層大気の場合は慣性波の速度が cg ∼ 100 m sec−1 となるため LR ∼ 1000 km となり, 総観規模
での波動のスケールに匹敵する. このように, 初期状態での質量, 風速場がこれらの波の初期値の
設定には重要である. なお, 熱帯では f が小さいため LR が大きくなり, ほとんどの波は「短い」.
つまり熱帯では初期状態の風速場が最終的な状態を決定する.

初期状態での地衡風平衡からのずれの積分によって最終的な高度場を記述することは有用である.
(3-77)の 3つ目の式を用いた hSの逆変換は (3-72)を用いて以下のように記述することができる18).

hS(x) = h(x, 0)− 1
2π

∫ ∞

−∞

Hfiµ

ν2
d̃0e

iµx dµ. (3-85)

d0は初期状態での地衡風平衡からのずれである. ここではたたみ込みの定理 (convolution theorem)
を用いると便利である. これは以下のように表すことができる.

1
2π

∫ ∞

−∞
F̃ (µ)G̃(µ)eiµx dµ =

∫ ∞

−∞
F (x′)G(x− x′) dx′. (3-86)

F̃ と G̃は F と Gを変換したものである. フーリエ変換で以下のように記述できる式を考える.
∫ ∞

−∞
e−|x|/LRe−iµx dx =

2LR

1 + µ2L2
R

=
2LRf2

ν2
.

G(x) = e−|x|/LR , F (x) = ∂d(x, 0)/∂xとした (3-86)を使うと (3-85)は以下のようになる19).

hS(x) = h(x, 0)− H

2LRf

∫ ∞

−∞
e|x−x′|/LR

∂d(x′, 0)
∂x′

dx′.

この解を部分積分すると以下のようになる.

hS(x) = h(x, 0) +
H

2L2
Rf

∫ ∞

−∞

x− x′

|x− x′|e
|x−x′|/LRd(x′, 0) dx′. (3-87)

この結果は, ある特定の点における初期状態の地衡風平衡からのずれの影響は距離 LR が大きくな

るにつれて無くなっていくことを示している. 静止状態での速度場は (3-87)と以下の地衡風的関係
16)H ≈ 104 [m], g ' 10 [m/s2] であり, ϕ = 60◦ とすると, f = 2Ω sin ϕ = 7.27 × 10−5 [1/s] である. なお,

Ω = 2π/86400 = 7.27× 10−5 [1/s] を使った. すると LR = (gH)1/2/f ' (316/7.27)× 105 ' 4.35× 106 [m]= 4350
[km] となる. 本文とは少々異なるが, だいたい同じくらいの値となる.
17)L = 1/µ であるから, 波長は 2πL である.
18)(3-77) より,

h̃S(µ) =
f2

ν2
− iµfH

ν2
ṽ0

= h̃0 +
f2 − ν2

ν2
h̃0 − iµfH

ν2
ṽ0

= h̃0 +
µ2gH

ν2
h̃0 − iµfH

ν2
ṽ0

= h̃0 − Hfiµ

ν2

�
ṽ0 +

iµg

f
h̃0

�
= h̃0 − Hfiµ

ν2
d̃0

である. なお, (3-79) が登場した際においても述べたが, d̃(µ, 0) = ṽ0 + (iµg/f)h̃0 である. この式に 2πeiµx をかけて
−∞ から∞ まで積分すると (3-72) より (3-85) が得られる.
19)この式の導出に関しては 3-8-C を参照のこと.
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式から得ることができる.

vS(x) = fg−1∂hS/∂x, uS = 0. (3-88)

2章の 7,8節では非地衡風的初期状態からの 2つの異なった応答を取り扱った. 2-6節では初期状
態は一つのサイン曲線を描く波の形状をしており, 解は地衡風的状態において (時間的にも空間的
にも)際限なく振動する. この節では初期状態の不均衡は限定された領域に局在し, 重力波が不均
衡を領域の外へ伝搬するにつれ解は静止状態に近付く. このプロセスは 2次元領域ではさらに速く
作用する. それは, 同じ時間内に重力波がエネルギーをさらに広い領域に広げるからである. 一般
的に, 初期状態の不均衡のスケールが領域のスケールに比べて小さい場合, 調節作用は非常に効率
的におこなわれる. 一方お互いのスケールが同じぐらいの場合, その場は同じ時間が経過していて
もまだ安定せずに振動している. 最終的な状態, つまりは調節がおこなわれた後の状態, は完全に
(LR/L)2 に依存している. LR = cg/f であり, cg はその系における適当な重力波の位相速度であ

る. 初期状態の Lのスケールが LR に比べて小さい場合, 最終的な状態は初期状態の風速の回転の
部分で決定される. 一方, Lが LRに比べて大きい場合, 最終的な状態は初期状態の質量場によって
決定される. プリミティブ方程式系において初期値の設定をおこなう際にこの調節プロセスを考慮
するのは非常に重要である.

3-8-A 線形浅水方程式のフーリエ変換

線形浅水方程式系 (3-70)をフーリエ変換して (つまりは (3-71)を利用して), (3-73)を導く.

(3-70)の 1つ目の式に e−iµx をかけ, −∞から∞まで積分すると,
∫ ∞

−∞

∂u

∂t
e−iµx dx−

∫ ∞

−∞
fve−iµx dx +

∫ ∞

−∞
g
∂h

∂x
e−iµx dx = 0 (3-8-A-1)

となる. (3-8-A-1)の第 1項を考える. この項では被積分関数で tに依存するのは uのみなので20),
∫ ∞

−∞

∂u

∂t
e−iµx dx =

d

dt

∫ ∞

−∞
ue−iµx dx (3-8-A-2)

である. 次に第 2項を考える. f は xの関数ではないので簡単に被積分関数から外すことができる.
最後に第 3項を考える. gは定数であるから被積分関数からはずすことができるが, hおよび e−iµx

は xの関数である. この項は逆フーリエ変換 (3-72)を用いる. すると,

g

∫ ∞

−∞

∂h

∂x
e−iµx dx = g

∫ ∞

−∞

∂

∂x

{
1
2π

∫ ∞

−∞
h̃(µ′) eiµ′x dµ′

}
e−iµx dx

=
iµg

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
h̃(µ′) ei(µ′−µ)x dµ′ dx

=
iµg

2π

∫ ∞

−∞
h̃(µ′)

∫ ∞

−∞
ei(µ′−µ)x dx dµ′

= iµg

∫ ∞

−∞
h̃(µ′) δ(µ′ − µ) dµ′

20)積分
R

ue−iµxdx は t のみの関数になるので, 右辺における d/dt は ∂/∂t と等しい.
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となる21). さらに, デルタ関数の性質22) より,

g

∫ ∞

−∞

∂h

∂x
e−iµx dx = iµgh̃(µ) (3-8-A-3)

となる. (3-8-A-1)に (3-8-A-2)と (3-8-A-3) を代入し, フーリエ変換の式 (3-71)を用いることで以
下の式が得られる.

∂ũ

∂t
= fṽ − iµgh̃.

U = 0, (3-73)の以下の 1つ目の式が得られる. 2つ目の式と 3つ目の式も同様にして得られる.

3-8-B フーリエ変換された風速の解

ここではフーリエ変換された風速の解 (3-76)を求める. この導出には (3-60), (3-61), (3-63), (3-64)
の式を用いる. また, ここでは ũの導出のみおこなう. ṽ, h̃の導出も同様の計算方法でおこなうこ

とができる.

(3-61)の u成分の式を展開して書くと,

u = a1u1e
iµ(x−c1t) + a2u2e

iµ(x−c2t) + a3u3e
iµ(x−c3t) (3-8-B-1)

となる. ここでは U = 0としているため, ν =
(
f2 + µ2gH

)1/2
とすると, (3-63)より

c1 = 0, c2 = ν/µ, c3 = −ν/µ (3-8-B-2)

となる. (このことは本文でも述べられているが). また, (3-8-B-2) より (3-60)における uj は

u1 = 0, u2 = −ν/µ, u3 = ν/µ (3-8-B-3)

となる. また U = 0より, (3-64)は

a1 = − iµf−1hHv0 − h0

α
,

a2 = −u0/2α1/2 − ifµ−1v0 + gh0

2α
, (3-8-B-4)

a3 = u0/2α1/2 − ifµ−1v0 + gh0

2α
.

となる. α ≡ gH +f2µ−2であり, ν =
(
f2 + µ2gH

)1/2
なので α = ν2/µ2である. これを (3-8-B-4)

21)ここでは以下のデルタ関数の定義を用いた.

1

2π

Z ∞

−∞
eiω(x−x′) dω = δ(x− x′).

22)デルタ関数は以下の関係式を満たす.Z ∞

−∞
f(x′) δ(x− x′) dx′ = f(x).
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に代入すると,

a1 = − iµf−1hHv0 − h0

ν2/µ2
,

a2 = − u0

2ν/µ
− ifµ−1v0 + gh0

2ν2/µ2
, (3-8-B-5)

a3 =
u0

2ν/µ
− ifµ−1v0 + gh0

2ν2/µ2
.

となる. (3-8-B-2), (3-8-B-3), (3-8-B-5)を (3-8-B-1)に代入すると,

u =

[ (
− u0

2ν/µ
− ifµ−1v0 + gh0

2ν2/µ2

)
(−ν/µ) e−iνt

+
(

u0

2ν/µ
− ifµ−1v0 + gh0

2ν2/µ2

)
(ν/µ) eiνt

]
eiµx

=

[ (
u0

2
+

ifµ−1v0 + gh0

2ν/µ

)
cos νt

(
u0

2
+

ifµ−1v0 + gh0

2ν/µ

)
(−i sin µt)

+
(

u0

2
− ifµ−1v0 + gh0

2ν/µ

)
cos νt

+
(

u0

2
− ifµ−1v0 + gh0

2ν/µ

)
(−i sin µt)

]
eiµx

=

[
u0 cos νt +

(
fv0 − iµgh0

ν

)
sin νt

]
eiµx (3-8-B-6)

となる. (3-8-B-6) の両辺に e−iµx をかけ, xで −∞から∞まで積分すると,

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−iµxdx =

∫ ∞

−∞

[
u0 cos νt +

(
fv0 − iµgh0

ν

)
sin νt

]
dx (3-8-B-7)

となる. u(x, 0) = u0e
iµx なので23), (3-74)より

∫ ∞

−∞
u(x, 0)e−iµx dx =

∫ ∞

−∞
u0 dx = ũ0 (3-8-B-8)

である. vと hに関しても同様である. (3-8-B-8)を (3-8-B-7)に代入すると,

ũ(µ, t) = ũ0 cos νt +

(
fṽ0 − iµgh̃0

ν

)
sin νt (3-8-B-9)

となる.

vと hに関しても同様な方法で求めることができる.

23)2-7 節にてそう定義されている.
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3-8-C 最終的な高さ hS(x)の式の導出

最終的な高さ hS(x)に関する式 (3-87)を (3-85)から導出する. 本文で使用しているたたみ込みの
定理なども導出に利用する.

(3-85)は以下の式である.

hS(x) = h(x, 0)− 1
2π

∫ ∞

−∞

Hfiµ

ν2
d̃0e

iµx dµ. (3-8-C-1)

たたみ込みの定理 (3-86)は以下の式である.

1
2π

∫ ∞

−∞
F̃ (µ)G̃(µ)eiµx dµ =

∫ ∞

−∞
F (x′)G(x− x′) dx′. (3-8-C-2)

本文通り, G(x) = e−|x|/LR , F (x) = ∂d(x, 0)/∂x とする. フーリエ変換を用いると G̃は

G̃(µ) =
∫ ∞

−∞
e−|x|/LRe−iµxdx

=
2LRf2

ν2
(3-8-C-3)

となる. これは本文の記述をそのまま引用したものである. 次に F̃ は,

F̃ (µ) =
∫ ∞

−∞

∂d0(x)
∂x

e−iµxdx

=
[
d0(x)e−iµx

]∞
−∞ − (−iµ)

∫ ∞

−∞
d0(x)e−iµxdx

= iµd̃0 (3-8-C-4)

(3-8-C-3)と (3-8-C-4)より

1
2π

∫ ∞

−∞
F̃ (µ)G̃(µ)eiµx dµ =

1
2π

∫ ∞

−∞

2iLRf2µ

ν2
d̃0e

iµxdµ

であり, LR = (gH)1/2/f より,

1
2π

∫ ∞

−∞
F̃ (µ)G̃(µ)eiµx dµ =

2LRf

H

1
2π

∫ ∞

−∞

Hfiµ

ν2
d̃0e

iµxdµ (3-8-C-5)

である. (3-8-C-2)と (3-8-C-5)より,

1
2π

∫ ∞

−∞

Hfiµ

ν2
d̃0e

iµxdµ =
H

2LRf

∫ ∞

−∞
F (x′)G(x− x′) dx′

=
H

2LRf

∫ ∞

−∞
e|x−x′|/LR

∂d(x′, 0)
∂x′

dx′ (3-8-C-6)

となる. (3-8-C-1)と (3-8-C-6)より,

hS(x) = h(x, 0)− H

2LRf

∫ ∞

−∞
e|x−x′|/LR

∂d(x′, 0)
∂x′

dx′ (3-8-C-7)

となる. この式の右辺第 2項を部分積分すると,

hS(x) = h(x, 0)− H

2LRf

{[
e|x−x′|/LRd(x′, 0)

]∞
−∞

−
∫ ∞

−∞

x− x′

|x− x′|
1

LR
e|x−x′|/LRd(x′, 0) dx′

}

= h(x, 0) +
H

2L2
Rf

∫ ∞

−∞

x− x′

|x− x′|e
|x−x′|/LRd(x′, 0) dx′ (3-8-C-8)

となる. これは本文の (3-87)である.
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第4章 スケール解析

4-1 スケール解析とは

概要¶ ³

この章ではスケール解析 (scale analysis)を取り扱う. この節ではこのスケール解析の概要を
述べる.

µ ´

この章ではスケール解析 (scale analysis)を取り扱う. スケール解析は, 大気の運動の流体力学的支
配方程式系を構成する様々な項のオーダーを比較する体系的な手法である. この理論により, エネ
ルギーの考慮も含め, 力学的解析や数値予報の力学的- 数学的モデルの作成が可能になった.

物理量は各々, 特徴的な値と特徴的な空間と時間のスケールを持つと仮定される. 特徴的な空間, 時
間のスケールとは以下のものである1).

L = 特徴的水平スケール (およそ擾乱の波長の 4分の 1),

T = 局所時間スケール (およそ周期の 4分の 1),

V = 特徴的な水平速度.

図 4-1に見られるように, 微分のオーダーは以下のように仮定される.

∂v

∂x
∼ ∂u

∂x
∼ V

L
, など,

∂u

∂t
∼ V

T
.

以後は, 各々の方程式の全ての項は同じ次元の組み合わせと無次元の係数との積で表される2). 係数
のオーダーの相対的な大きさによってその項が無視されるかどうかが決定される. この解析によっ
て, 解析を始めた際には特定できなかった鉛直方向の運動のようないくつかの量のスケールが得ら
れる. 次節ではまず浅水方程式系のスケール解析をおこなう. その後, この解析の結果を使って図
2-1で見られた様々な現象のスケール解析をおこなう.

2節では前述したように浅水方程式系のスケール解析をおこない, 順圧大気下の準地衡流の方程式
系を導く. 3節では順圧大気よりも複雑な傾圧大気のスケール解析をおこなう. このスケール解析
はその後の節に利用される. 4節では具体的に, 傾圧大気である中緯度総観規模のスケール解析を

1)「4 分の 1」に関して 4-1-A 参照.
2)次節の (4-5) を例にとると, 「同じ次元」とは fV のことで, 「無次元の係数」とは RO のことである. こうすること

で, 無次元の係数の違いからスケールの違いを知ることが出来る.
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図 4-1: 特徴的長さスケール (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and

Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

おこなう. これを行うことで, 中緯度総観規模の運動を記述するのに便利な方程式系を得ることが
出来る. 5節では熱帯総観規模の, 6節では惑星規模のスケール解析を行う. 7節では総観規模, 惑
星規模の両者を考慮したようなスケール解析を行う. これらのスケール解析により, 各々の規模や
場所に適した方程式系が得られる. 例えば, 2節や 4節で得られる準地衡流の方程式は, 計算機がま
だ今ほどには発達していない時代に中緯度の大気に対して数値予報モデルとして利用された. 現在
では, これらにより作成されるモデルは直接数値予報モデルとして利用される訳ではなく, 数値予
報モデルの結果を物理的に解釈するためのモデルとして利用されている.

4-1-A 水平スケールと波長の関係

特徴的水平スケールと擾乱の波長との関係を以下の図 4-1-A-1に示した. Oと B, Cを比べると変
化が無いので, スケールを 1波長や 1/2波長にしても意味が無い. よって, Oに比べて最も変化が
ある Aをスケールにするのが最も有用であるため, 1/4をスケールとする. 時間スケールも同様の
理由から周期の 1/4をスケールとする.
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11/21/4

O A

B

C

wave length

scale

図 4-1-A-1: 波長と特徴的水平スケールとの関係

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 4-2 浅水方程式系 129

4-2 浅水方程式系

概要¶ ³

浅水方程式系のスケール解析をおこなう. まずは浅水方程式系の 3つの式の総観規模でのス
ケーリングをおこなう. スケーリングの結果, 総観規模の大気はほぼ地衡流的であることがわ
かる. これは実際の大規模大気の状態とほぼ一致する. 次に, 浅水方程式系から導出される渦
度の式と発散の式のスケーリングをおこなう. この結果, 準地衡流方程式 (quasi-geostrophic
equation)が得られる. なお, これらのスケーリングにはロスビー数RO = V/fLが重要な役割

を果たす. このスケーリングの結果, 方程式系内の全ての項のスケールが揃う. そのおかげで,
計算の際に, 初期状態での誤差がほぼ取り除かれることになる.

µ ´

非圧縮で上部境界が自由表面である流体の静水圧的運動を記述する浅水方程式をスケール解析して

おくことはいろいろと好都合である. 2章で見たことだが, 傾圧方程式系が複雑な運動を記述でき
るように, この浅水方程式系は慣性重力波とロスビー波を記述できる. 一般的な浅水方程式はおお
よそ対流圏を全層に渡って平均したような運動を表す.

運動方程式 (3-35a), 1) (3-35b) 2) を組み合わせると以下の式が得られる.

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +∇φ + fk × V = 0. (4-1)

φ = ghである. ここではコリオリパラメータ f は一定であると仮定する. 正確に地球の幾何学を
考慮するのは後々の節でおこなう. 連続の式 (3-38) 3) は以下のように記述される.

∂φ

∂t
+ V · ∇φ + φ∇·V = 0. (4-2)

時間スケールは以下のようにした.

T = L/C. (4-3)

C は当該の運動の平均位相速度である. 総観規模の特徴として C ∼ V がある. これによって

T = L/V (4-4)

が成り立つ. これは移流時間スケール (advective time scale)と呼ばれる. L ∼ 106 m, V ∼ 10 m
sec−1とすると, (4-4)から T ∼ 105 sec (∼ 1 日)となる. これは総観規模での擾乱の周期の 1/4と
しては適当な値である.

1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv + g

∂h

∂x
= 0. (3-35a)

2)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu + g

∂h

∂y
= 0. (3-35b)

3) �
∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y

�
+ h

�
∂u

∂x
+

∂v

∂y

�
= 0. (3-38)

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)
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運動方程式 (4-1)において圧力傾度力の項を除いたそれぞれの項のスケールを考えると以下のよう
になる.

∂V

∂t
+ (V · ∇)V +∇φ + fk × V = 0.

V 2

L

V 2

L
fV (4-5)

ROfV ROfV fV

RO = V/fL [1]はロスビー数 (Rossby number)と呼ばれる量である. ロスビー数は加速度のコリ
オリ力に対する比である4). 典型的な総観規模での値は f ∼ 10−4 sec−1, L ∼ 106 m, V ∼ 10 m
sec−1である. この場合ロスビー数は RO ∼ 0.1となる. 実際に, 幅広い運動が起こる大気や海洋に
おいてはロスビー数は小さくなる.

RO が小さい場合, (4-5)からわかるように加速度はコリオリ力に比べて小さい. 結果としてコリオ
リ力のみが圧力傾度力とバランスする. 式にすると以下のようになる.

∇φ ∼ fV. (4-6)

連続の式 (4-2)を解析するために, φを以下のように分ける.

φ = φ + φ′. (4-7)

φは定数である. φ′ のスケールは (4-7)を (4-6)に代入して得られる. その結果,

φ′ ∼ fV L (4-8)

となる5). これは「地衡風的」スケーリングとして知られている.

(4-7)を (4-2)へ代入し, (4-4)と (4-8)を使ってスケール解析をおこなうと以下のようになる.

∂φ′

∂t
+ V · ∇φ′ + φ′∇·V + φ∇·V = 0,

fV 2 fV 2 fV 2 φV/L (4-9)

ROFφ
V

L
ROFφ

V

L
ROFφ

V

L
φV/L

F = f2L2/φ [1]は回転フルード数 (rotational Froude number)と呼ばれる. この数は以下のよう
にも記述できる.

F = f2L2/φ = L2/L2
R. (4-10)

LR = φ
1/2

/f [m]はロスビーの変形半径 (Rossby radius of deformation)である. 以前に 2-8節で
も見たように, LR は地衡風調節プロセスに重要な役割を果たす.

運動方程式において RO の項が無視される場合, (4-5)は

∇φ + fk × V = 0, もしくは V = f−1k ×∇φ (4-11)
4)(4-5) における ROfV (加速度のスケール) と fV (コリオリ力のスケール) の比較において, ちょうど RO が両者の比

になるということである.
5)(4-7) を (4-6) に代入すると, 定数である φ は微分によって消えて, ∇φ′ ∼ fV となる. ∇ のスケールは 1/L なので

スケーリングすると φ′/L ∼ fV となり, (4-8) 式が得られる.
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となる6). このように, 風はほぼ地衡風であるが, ROの項を無視した分の誤差を含んでいる. F . 1
である場合, 連続の式 (4-9)への第 1近似の結果

φ∇·V = 0 (4-12)

となる. f が定数の時, 地衡風の発散はゼロになることから (4-12)と (4-11)は一致する7). (4-11)
と (4-12)の関係は全く診断的8) であり, 時間微分を含まない. これは, 大規模大気の流れがほぼ地
衡風的であるという観測事実と一致する. もしも完全な方程式である (4-5)と (4-9)を予報に使う
と, 初期状態の風および高さの小さな誤差が時間の経過と共に非常に大きな誤差となる (3-7節参
照). Richardson(1922)はは実際に (4-9)と似たような地表面圧力勾配の式を観測データに応用し
てみた. 実際に観測されたところではほとんど変化は無いのだが, 計算の結果非常に大きい圧力勾
配が得られた. (4-1)と (4-2)は遅いロスビー波だけでなく, 速い慣性重力波まで含んでしまってい
るところに問題を難しくしている原因がある (3-5節参照) 9).

風はほぼ地衡風的に振る舞うような方程式系を用いる方が望ましい. 2-6節で, 線形化したロスビー
波では渦度に比べて発散は小さいことが示された. これは近似された式 (4-11)と (4-12)によって
も示されたことである10). したがって, 風は回転 (rotational)と発散 (divergent)の部分に分けた方
が良い. それぞれを分けると,

V = V Ψ + V χ, V Ψ = k ×∇Ψ, V χ = ∇χ (4-13)

となる. Ψ [m2/s]は風の回転部分を表す流線関数 (stream function)であり, χ [m2/s]は風の発散
の部分を表す速度ポテンシャル (velocity potential)である. Ψ, χを使って考えると, 渦度 ζ と発散

Dは以下のようになる.

ζ = k · ∇ × V = ∇2Ψ, D = ∇·V = ∇2χ. (4-14)

境界条件さえ決まればこれらの式はΨと χについて解くことが出来る. 渦度の式は (4-1)に k ·∇×
することで得られる. 結果, 以下の式が得られる.

∂ζ

∂t
+ V · ∇ζ + (f + ζ)∇·V = 0. (4-15)

発散の式は (4-1)に∇·することで得られ, 以下のような式になる.

∂D

∂t
+∇·(V · ∇V ) +∇2φ− fζ = 0. (4-16)

速度成分のスケールは以下のようになっている.

V Ψ ∼ V, V χ ∼ R1V. (4-17)

6)本論文の最後に掲載されている数学公式 (A-2)よりA×(B×C) = (A·C)B−(A·B)C であるため, k×(k×V ) = −V
である.

7)k×∇φ = −∂φ/∂y i+ ∂φ/∂x j なので ∇·(k×∇φ) = 0 となる.
8)時間微分の項がないこと.
9)2-7 節では, 慣性重力波はロスビー波に比べて振幅が小さいことから初期値の設定において慣性重力波を消去するよう

に操作した.
10)渦である地衡流の流れは (4-11) から存在することが分かるのに対し, (4-12) から発散はほぼ近似的にゼロになってし
まう程小さいことが分かる.
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R1は小さい無次元の数と決まっている11). (4-13)を (4-9)に代入し, (4-17)を利用すると以下のよ
うにスケール解析できる.

∂φ′

∂t
+ V Ψ · ∇φ′ + V χ · ∇φ′ + φ′∇·V χ + φ∇·V χ = 0,

ROFφ
V

L
ROFφ

V

L
R1ROFφ

V

L
R1ROFφ

V

L
R1φ

V

L
(4-18)

最後の項がバランスするためには

R1 . ROF (4-19)

でなければならない12). 渦度の式 (4-15)を (4-13)を用いて書き直し, スケール解析をおこなうと
以下の式が得られる.

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇ζ + V χ · ∇ζ + fD + ζD = 0,

V 2

L2

V 2

L2
R1

V 2

L2

R1

RO

V 2

L2
R1

V 2

L2
(4-20)

このスケール解析では ζ ∼ V/L, D ∼ R1V/L, f ∼ (1/RO)(V/L) 13) を使った. 発散の式 (4-16)を
書き換えてスケール解析すると以下の式が得られる.

∂D

∂t
+ ∇·(V Ψ · ∇V Ψ) + ∇·(V Ψ · ∇V χ) + ∇·(V χ · ∇V Ψ)

R1
V 2

L2

V 2

L2
R1

V 2

L2
R1

V 2

L2
(4-21)

+ ∇·(V χ · ∇V χ) + ∇2φ′ − fζ = 0.

R1
2 V 2

L2

1
RO

V 2

L2

1
RO

V 2

L2

渦度の式 (4-20)において発散の項がバランスするためには以下の関係が成り立つ必要がある.

R1 . RO. (4-22)

発散の渦度に対する比は以下のように書ける.

|D|
|ζ| = R1. (4-23)

R1は (4-19)と (4-22)を満さねばならない. L = µ−1, φ = gH の場合, これはロスビー波の場合の
結果 (3-59) 14) と一致する15). 系が回転する結果, 発散は渦度に比べ小さい.

11)R1 は渦度に対する発散の比として設定した値であり, これ自体に物理的な意味があるわけではない. ここから先にで
は, R1 を適当な値にとってスケーリングを行っていく. なお, これは 2-6 節の最後に登場したロスビー数のことである.
12)もしも R1 > ROF である場合には最後の項を除く全ての項が小さいため落ち, φ∇·V χ = 0という式になってしまい,
複数の項がバランス (均衡) する式にならないので意味が無くなってしまう.
13)ロスビー数 RO は RO = V/fL である.
14) ����Dζ ����R =

(Uµ/f)

(µ2gH/f2) + 1
(3-59)

15)これに関しては 4-2-C 参照.
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F ∼ 1, RO ¿ 1を満たす運動を考える. この場合, (4-19)と (4-22)は R1 = RO によって満たされ

る. (4-18), (4-20), (4-21)において他の項に比べて小さい項は全て落ちる. 結果, 方程式系は以下の
ように簡単になる16).

∂φ′

∂t
+ V Ψ · ∇φ′ + φD = 0, (4-24)

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇ζ + fD = 0, (4-25)

∇2φ′ − fζ = 0. (4-26)

(4-26)から渦度は地衡風的であることが分かる. ζ = ∇2Ψを導入すると, 流線関数の解はΨ = φ′/f

となる. このことから風の回転成分は以下のようになる.

V Ψ = k ×∇Ψ = f−1k ×∇φ′. (4-27)

これは地衡風 (4-11)と等しい. 方程式 (4-24), (4-25), (4-26)または (4-27)は準地衡流方程式 (quasi-
geostrophic equations)と呼ばれる. 渦度と移流風は地衡風的であるが, 発散はそうではない (この
モデルでは地衡風的な発散はゼロとなる). (4-23)では発散は渦度に比べて小さかったが, (4-25),
(4-26)では発散の項のオーダーは他の項と同じ大きさを持っていた.

(4-25)から (f/φ)をかけた (4-24)を引くことで発散を除外した式を得ることが出来る. その結果,
以下の式が得られる.

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

) (
ζ − (f/φ)φ′

)
= 0. (4-28)

これは準地衡流ポテンシャル渦度方程式 (quasi-geostrophic potensital vorticity equation) と呼ば
れる. この式は g−1φq = (ζ + f)/(1 + φ′/φ) を展開して微分することでも得られる17) 18). これ
は, このモデルにおけるポテンシャル渦度方程式 (3-39b) 19) の近似としては妥当である. (4-26)と
(4-27)を使うと, (4-28)は φ′ の項だけで表すことが出来る20).

発散に関する診断方程式は (4-26)を使って (4-24)と (4-25)で時間微分を消すことで得ることが出
来る. その方程式は以下のようになる21).

∇2D − (f2/φ)D = (1/fφ)k ×∇φ′ · ∇(∇2φ′). (4-29)

この式は準地衡流発散方程式 (quasi-geostrophic divergence equation)と呼ばれる. この方程式を前
16)主に R1 ¿ 1, RO ¿ 1 であることを利用して項を落とす.
17)q はポテンシャル渦度 q = (ζ + f)/h なので,

g−1φq = h(ζ + f)/h

= h(ζ + f)/(h + h′)
= (ζ + f)/(1 + h′/h)

= (ζ + f)/(1 + φ′/φ)

である.
18)ここでは結局, 準地衡流ポテンシャル渦度方程式を 2 通りの方法で求めたことになる. 詳細は 4-2-D 参照のこと.
19)

d

dt

�
ζ + f

h

�
= 0. (3-39b)

20)V Ψ に (4-27) を, f, ζ に (4-26) を代入することで φ′ だけの式を書くことが出来る.
21)この式の導出に関しては 4-2-A 参照.
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章の方法で線形化すると, (3-57) 22) を x微分したものになる. 特に重要なのは, 発散は直接 φ′ 場

と関係があるということである. 同様に, (4-26)を通して渦度と関係があることも重要である. こ
れは流体力学的には珍しい23). それは系の強い回転の結果である.

温帯性の低気圧のスケールでの運動 (L ∼ 106 m , f ∼ 10−4 sec−1, φ
1/2

= 300 m sec−1 ) におい
ては F ∼ 0.1である. 前の F ∼ 1での解析は, 次節で行う傾圧スケーリングとの比較のためにおこ
なわれた. これは次の節で使われる. F ∼ RO ¿ 1とすると, (4-19)より R1 = RO

2 である. 渦度
の式 (4-20)はこの条件化では

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇ζ = 0 (4-30)

となる. これは発散の無い順圧渦度方程式である24). この場合は連続の式は必要ない. また, 発散
の式は再び地衡流的関係式 (4-27)を与える.

重要なことは, 今節で得た予報方程式25) (4-28), (4-30)は初期状態の小さな誤差に敏感でないとこ
ろである. これは方程式内の全ての項が同じオーダーだからである. この特徴はオリジナルの式
(4-1), (4-2)には無いものである.

4-2-A 準地衡流発散方程式の導出

準地衡流発散方程式 (4-29)を準地衡流方程式 (4-24)～(4-27)から導出する. (4-24)と (4-25)から
時間微分を消去するように計算をおこなうことで (4-29)を得ることが出来る. ただしこの 2式だけ
では時間微分を消去できないため, (4-26), (4-27)を用いる.

(4-26)より ζ = f−1∇2φ′ なので, これを用いることで (4-25)は以下のように記述できる.

1
f
∇2 ∂φ′

∂t
+

1
f

(V Ψ · ∇)(∇2φ′) + fD = 0

∇2 ∂φ′

∂t
+ (V Ψ · ∇)(∇2φ′) + f2D = 0. (4-2-A-1)

(4-24)に∇2 をかけると,

∇2 ∂φ′

∂t
+∇2(V Ψ · ∇φ′) + φ∇2D = 0 (4-2-A-2)

となる. (4-2-A-2)から (4-2-A-1)を引くと,

φ∇2D − f2D = (V Ψ · ∇)(∇2φ′)−∇2(V Ψ · ∇φ′) (4-2-A-3)

22)

∂2u

∂x2
− (f2/gH)u =

U

H

∂2h

∂x2
. (3-57)

23)気象学的には, 低気圧のような収束 (発散) が渦を生むことからも分かる通り, 渦度と発散には関係がある場合が多い.
しかし, 流体力学的には渦度と発散は全く別物であり, これは珍しいケースと言える.
24)順圧 (barotropic) と傾圧 (baroclinic) に関しては 4-2-B 参照のこと.
25)この表現は診断方程式と対応している. 予報方程式は時間微分の項を含むような方程式系であり, 診断方程式は時間微
分の項を含まない方程式である.
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となり, 時間微分の項を消去できた. さらに (4-27)V Ψ = f−1k ×∇φ′ を (4-2-A-3)に代入すると,

φ∇2D − f2D =
1
f
{(k ×∇φ′) · ∇} (∇2φ′)−∇2 {(k ×∇φ′) · ∇φ′} (4-2-A-4)

となる. (4-2-A-4)の右辺第 2項は

∇2 {(k ×∇φ′) · ∇φ′} = ∇2

{(
−∂φ′

∂y
i +

∂φ′

∂x
j

)
·
(

∂φ′

∂x
i +

∂φ′

∂y
j

)}

= 0

となるため, (4-2-A-4)は以下の準地衡流発散方程式 (4-29)となる.

∇2D − f2

φ
D =

1
fφ

(k ×∇φ′) · ∇(∇2φ′). (4-2-A-5)

4-2-B 順圧と傾圧

ここでは簡単に順圧 (barotropic)と傾圧 (baroclinic)について考える.

傾圧 傾圧とは等圧面と等密度面が交わる状態のことを言う. 状態方程式より圧力, 密度, 温度の
3つは関係付けられているので, 傾圧は等圧面と等温面が交わっている状態とも言える. つ
まり, 等圧面上に等密度線や等温線がひけたら, それは傾圧であるということになる.

傾圧大気では等圧面上で温度の変化があるため, 温度風の関係により風速は高度と共に増
大する. 大気に限らず, 「傾圧」な状態では高度と共に流速場は変化する.

順圧 順圧とは等圧面と等密度面が平行 (つまり交わらない)状態のことを言う.

この状態では流速場は高度と共に変化しない.

等圧面上で密度が変化しないため, 圧力一定での発散はゼロになる.

4-2-C ロスビー波における渦度と発散の比

L = µ−1, φ = gH である場合に, ロスビー波における渦度と発散の比 (3-59)
∣∣∣∣
D

ζ

∣∣∣∣
R

=
(Uµ/f)

(µ2gH/f2) + 1
(4-2-C-1)

が (4-19), (4-22)

R1 . ROF, R1 . RO (4-2-C-2)

と一致することを示す. なお, R1は渦度と発散に比なので R1 = |D/ζ|であることに気をつけるこ
と. ロスビー波における R1 は (4-2-C-1)と L = µ−1, φ = gH より,

R1 =
∣∣∣∣
D

ζ

∣∣∣∣
R

=
(U/fL)

(φ/f2L2) + 1
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となる. ここで, ロスビー数 RO = V/FL, 回転フルード数 F = f2L2/φより,

R1 =
RO

1/F + 1
=

ROF

1 + F

となる. 結果,

R1 ∼
{

RO (F > 1)
ROF (F . 1)

(4-2-C-3)

となる. この式から, (4-2-C-3)が (4-2-C-2)と一致することがわかった.

4-2-D 準地衡流方程式の 2通りの求め方

本文では, 浅水方程式系 [(4-1), (4-2) または (3-35a), (3-35b), (3-38)] から, 2つの操作を行って準
地衡流ポテンシャル渦度方程式 (4-28)を導いた. 1つ目の操作は浅水方程式系に地衡流スケーリン
グを行っての準地衡流方程式系 (4-24), (4-25), (4-26)の導出である. そして 2つ目の操作は, その
方程式系を組み合わせることでのポテンシャル渦度の式 (4-28)の導出である.

準地衡流ポテンシャル渦度方程式系は, ポテンシャル渦度の式の導出の後に地衡流スケーリングを
行っても導出することが出来る. 本文内の「この式は g−1φq = (ζ + f)/(1 + φ′/φ) を展開して微分
することでも得られる.」という記述はそういったことを示唆している. 以下では実際にその導出を
行ってみる.

浅水方程式系 [(3-35a), (3-35b), (3-38)]からポテンシャル渦度の式を導出する方法は 2-6節を参照
して欲しい. 結果, 以下のポテンシャル渦度の式 (3-39b)が得られる.

d

dt

(
ζ + f

h

)
= 0. (4-2-D-1)

また, ポテンシャル渦度 (ζ + f)/hは以下のように変形できる.

ζ + f

h
=

ζ + f

h + h′

=
1
h

(
ζ + f

1 + h′/h

)

=
1
h

(
ζ + f

1 + φ′/φ

)

=
1
h

(ζ + f)

{
1−

(
φ′

φ

)
+

1
2!

(
φ′

φ

)2

− 1
3!

(
φ′

φ

)3

+ · · ·
}

.

ここでは, 1/(1 + φ′/φ)を φ′/φ = 0 の周りでテイラー展開した. 2乗以上の項は微小であるとして
無視すると,

ζ + f

h
' 1

h
(ζ + f)

(
1− φ′

φ

)

=
1
h

(
ζ + ζ

φ′

φ
+ f + f

φ′

φ

)
.

V

L
ROF

V

L

1
RO

V

L
F

V

L
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となる. 式の下についているのはスケールである. 本文で準地衡流方程式を導いた際と同じように
F ∼ 1, RO ¿ 1を満たす運動を考えると, ζ(φ′/φ)の項はスケールが小さいために落ち,

ζ + f

h
' 1

h

(
ζ + f + f

φ′

φ

)
(4-2-D-2)

となる26). (4-2-D-2)を (4-2-D-1)に利用してスケール解析すると以下のようになる.

∂

∂t

(
ζ + f + f

φ′

φ

)
+ V Ψ · ∇

(
ζ + f + f

φ′

φ

)
+ V χ · ∇

(
ζ + f + f

φ′

φ

)
= 0

∂

∂t

(
ζ + f

φ′

φ

)
+ V Ψ · ∇

(
ζ + f

φ′

φ

)
+ V χ · ∇

(
ζ + f

φ′

φ

)
= 0.

V 2

L2

V 2

L2
R1

V 2

L2

(4-2-D-3)

このスケール解析では, 簡単のため, F = 1としている. 本文での準地衡流方程式系導出の際のス
ケーリングと同様に R1 = RO とすると, RO ¿ 1より R1 ¿ 1なので, (4-2-D-3)の第 3項は落ち
る. 結果として本文で得られた (4-28)と同じ準地衡流ポテンシャル渦度方程式が得られた.

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

) (
ζ − (f/φ)φ′

)
= 0. (4-2-D-4)

26)残った 3 つの項の内, f のスケールは他の 2 つよりも大きい. しかし, この後でポテンシャル渦度は空間, 時間微分さ
れるので f は消滅する.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



138 数値予報モデルのための気象力学 4-3 傾圧方程式

4-3 傾圧方程式

概要¶ ³

傾圧大気のスケーリングをおこなう. この節以降は鉛直座標として Z ≡ − ln(p/p0)を用いる.
p-系と Z-系は密接な関係にあることから, 第 2章で導いた p-系の方程式系を利用して Z-系の
方程式系を導出し, これらのスケーリングをおこなう. なお, 運動方程式は渦度と発散の式に
変形する. スケーリングの結果を利用した項の選別はこの後の節でおこなう.

µ ´

この節では球体である地球上での傾圧方程式にスケール解析を用いる. 以降は以下の鉛直座標を用
いる1).

Z ≡ − ln(p/p0). (4-31)

p0は標準海面の圧力である. 状態方程式と静水圧の式によって鉛直座標 Z は実際の高度 z, 及びジ
オポテンシャル φ = gzと以下のような関係を持つ2).

RT = pα = −pg
∂z

∂p
=

∂φ

∂Z
. (4-32)

Z の利点の一つは, Z が実際の高さをスケールハイト H = RT/g で割ったものとほぼ等しいこと

である3). これはおよそ 8kmである.

この系は第 2章の圧力座標系と密接な関係にある. 鉛直微分は以下の関係にある.

∂

∂p
= −1

p

∂

∂Z
. (4-33)

他の変数による偏微分も同様である. Z 速度 Ż は ω = ∂p/∂tと以下の関係にある.

Ż = −ṗ/p = −ω/p. (4-34)

Z-系での運動方程式は以下のようになる4).

∂V

∂t
+ V · ∇V + Ż

∂V

∂Z
+∇φ + fk × V = 0. (4-35)

1)この座標系はログ p 座標系と呼ばれ, 準地衡流系で使われる. ちなみに, Z = −H ln(p/p0) とする場合もある.
2)簡単に検算してみる. ∂φ/∂Z = −g{∂z/∂(ln p/p0)} であり, z(p) は狭い意味での単調関数なので,

g
∂z

∂ (− ln p/p0)
= g

�
∂

∂z

�
− ln

p

p0

�
= g

�
∂p

∂z

∂

∂p

�
− ln

p

p0

�
= g

��
−1

p

�
∂p

∂z

となる. p(z) もまた狭い意味での単調関数なので,

g

��
−1

p

�
∂p

∂z
= −pg

∂z

∂p

となる.
3)つまり, 単位 Z はちょうどスケールハイト H 分の高さということになる. (4-32)をスケールハイトで書き換えると以

下のようになる.

H =
∂z

∂Z
.

4)p-系での運動方程式 (外力は除外).
dV
dt

+∇φ + fk × V = 0 (2-58)

に (4-33) と (4-34) の関係式を用いることで (4-35) が得られる.
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(4-32)を使うと熱力学第 1法則は以下のように記述できる5).

∂

∂t

∂φ

∂Z
+ V · ∇ ∂φ

∂Z
+ Ż

∂

∂Z

(
∂φ

∂Z
+ κφ

)
= κQ. (4-36)

κ = Rc−1
p であり, Qは単位時間あたりに加えられた熱量である. 連続の式は

∇·V +
∂Ż

∂Z
− Ż = 0 (4-37)

となる6).

ここでのスケール解析では, 無次元変数は RO, ε, L/aになる. aは地球の半径である. εは回転フ

ルード数 (rotational Froude number)である. この物理量は大気の静的安定度に反比例する量であ
り7), 前節で用いた F と似たようなものである. こういった理由から, 前節で用いたスケールはこ
こでの様々な物理量にも利用される. 微分は以下のように見積もられる8).

∂

∂t
∼ V

L
, ∇ ∼ 1

L
,

∂

∂Z
∼ 1. (4-38)

ただし∇f ∼ β = 2Ωcos ϕ/aは例外である. βに関するこの式は次節の (4-56)で得られる. Z は無

次元量であり, ∂/∂Z ∼ 1は鉛直スケールである 8kmオーダー9) に対応する. これは対流圏の擾乱
としては適切である. 速度は前節と同様に回転と発散に分かれる–式 (4-13), (4-14)参照–. ジオポ
テンシャルは以下のように分かれる.

φ = φ(Z) + φ′(x, y, Z, t). (4-39)

φは標準大気でのジオポテンシャルである. 従属変数のスケールは以下のようになる.

V Ψ ∼ V, V χ ∼ R1V, (4-40)

Ż ∼ R1V/L, (4-41)

φ′ ∼ fV/L. (4-42)
5)(4-36) は p-系での熱力学の式.

cp
dT

dt
− αω = Q. (2-57b)

を (4-32) と (4-34) を用いて変形したものである (ω = dp/dt). (2-57b) に (4-32) と (4-34) を代入すると,

cp

R

d

dt

�
∂φ

∂Z

�
+ Żpα = Q

1

κ

d

dt

�
∂φ

∂Z

�
+ Ż

�
∂φ

∂Z

�
= Q

d

dt

�
∂φ

∂Z

�
+ κŻ

�
∂φ

∂Z

�
= κQ

となる. 最後に d/dt の項を展開すると (4-36) になる.
6)これは p-系における連続の式.

∇·V +
∂ω

∂p
= 0. (2-60)

を (4-33), (4-34) で変形したものである. 第 1 項は変化しないので第 2 項を変形してみると,

∂ω

∂p
= − ∂

∂p

�
pŻ
�

= −p
∂Ż

∂p
− Ż = −p

�
−1

p

�
∂Ż

∂Z
− Ż =

∂Ż

∂Z
− Ż

となる. 結果, (4-37) が得られる.
7)このことに関してはこの節の後半にて紹介される.
8)Z のスケールは (4-31) である Z ≡ − ln(p/p0) から得られる.
9)これは z のオーダーであり, おおよそスケールハイト H である. (4-32)から得られる関係式 H = ∂z/∂Z を考慮する

と, ちょうど ∂/∂Z ∼ 1 であることがわかる.
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R1 はまだ決定していないが, スケーリング自体は前節と同様である. Ż のスケールは, 連続の式
(4-37)において第 1項が第 2, 3項とバランスすると仮定し, V χのスケールを用いることで得られ

た. φ′ のスケーリングは地衡流スケーリング (4-8)から直接もってきた.

渦度に比べて発散は小さいと予想されるので, 運動方程式は渦度の式と発散の式に置き換えるのが
便利である. この系における渦度の式は以下のようになる. それぞれの項の下にあるのはスケール
である.

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇ζ + V χ · ∇ζ + V Ψ · ∇f + V χ · ∇f + Ż

∂ζ

∂Z
V 2

L2

V 2

L2

R1V
2

L2

(βa/f)L/a

RO

V 2

L2

(βa/f)L/a

RO

R1V
2

L2

R1V
2

L2

+ fD + ζD + k · ∇Ż × ∂V Ψ

∂Z
+ k · ∇Ż × ∂V χ

∂Z
= 0.

R1

RO

V 2

L2

R1V
2

L2

R1V
2

L2

R1
2V 2

L2
(4-43)

ここでは新たにスケール ζ ∼ V/L, D ∼ R1V/Lを用いた. またRO = V/fLを用いて全てのスケー

ルが V 2/L2 を共通のファクターとするように操作した. (第 4, 5項のスケールにこの操作をおこ
なった). 発散方程式とその各々の項のスケールは以下のようになる.

∂D

∂t
+∇·(V Ψ · ∇V Ψ) +∇· (V Ψ · ∇V χ + V χ · ∇V Ψ)

+∇·(V χ · ∇V χ) +∇Ż · ∂V Ψ

∂Z
+ Ż

∂D

∂Z

R1V
2

L2

V 2

L2

R1V
2

L2

R1
2V 2

L2

R1V
2

L2

R1
2V 2

L2

+∇Ż · ∂V χ

∂Z
+∇2φ′ − fζ − k ×∇f · V Ψ − k ×∇f · V χ = 0.

R1
2V 2

L2

1
RO

V 2

L2

1
RO

V 2

L2

(βa/f)L/a

RO

V 2

L2

(βa/f)L/aR1

RO

V 2

L2
(4-44)

連続の式 (4-37)をスケーリングすると, 以下のように全ての項のスケールは同じオーダーである.
これは Ż のスケーリング (4-41)を連続の式の 3項が全てバランスするようにして決めたものなの
だから, 当然である.

D +
∂Ż

∂Z
− Ż = 0. (4-45)

R1V

L

R1V

L

R1V

L
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熱力学第 1法則 (4-36)は以下のようにスケーリングされる10).

∂

∂t

∂φ′

∂Z
+ V Ψ · ∇∂φ′

∂Z
+ V χ · ∇∂φ′

∂Z
+ ŻΓ(Z) + Ż

∂

∂Z

(
∂φ′

∂Z
+ κφ′

)
= κQ.

fV 2 fV 2 R1fV 2 R1fV 2

ROε
R1fV 2 (4-46)

なお,

Γ(Z) =
∂

∂Z

(
∂φ

∂Z
+ κφ

)
=

(
∂T

∂Z
+ κT

)
' H2g

T

(
g

cp
+

1
H

∂T

∂Z

)
(4-47)

である. (4-47)における変形には静水圧の式 (4-32)を用い, H ' RT/g と仮定した. (本来 T は Z

の関数である). Γは静的安定度 (static stability)と呼ばれる. それは Γが乾燥温度減率と標準大気
の温度減率の差に比例しているからである11). 変数 ε (回転フルード数)は以下のように定義され
る12).

ε ≡ f2L2Γ−1. (4-48)

この量はリチャードソン数 (Richardson’s number) で書き直すと以下のようになる.

ε =
1

RO
2Ri

. (4-49)

リチャードソン数とは以下のように定義される数である.

Ri = Γ/V 2. (4-50)

これは鉛直風速シアの 2乗に対する静的安定度の比である. 以降の解析では, (4-46)における加熱
の項は落とす. なぜなら, 以降の解析では加熱率13)はスケール解析に影響を及ぼすほど大きくはな

いからである. なお, 本来は当然, スケール解析に影響を及ぼすかどうかは他の項との比較をおこ
なって調べることになる.

まず (4-50)からリチャードソン数を見積もり,それを用いて (4-48)から εを計算するのは便利である.
以降の値を用いてリチャードソン数を計算する. g ∼ 10 m sec−1, T ∼ 300◦, g/cp + H−1∂T/∂Z ∼
3.5◦ × 10−3 m−1, H ∼ 104 m , V ∼ 10m sec−1 14).

Ri ∼ 100. (4-51)

10)後述されるが, Γ(Z)のスケールは φである. よって ŻΓ(Z)のスケールは φR1V/Lとなる. 回転フルード数の定義は
前節より F = f2L2/φなので, ε = f2L2/φとなる. この回転フルード数とロスビー数 RO = V/fLでこのスケールを記
述する.

φR1
V

L
=

f2L2

ε
R1

V

L
= R1fV 2 fL

V

1

ε
=

R1fV 2

ROε
.

11)g/cp は乾燥温度減率を表す. 標準大気の温度減率は −∂T/∂z だが, (4-32) をスケールハイトで変形した関係式
H = ∂z/∂Z より −(1/H)(∂T/∂Z) となる. この 2 つの差は g/cp + (1/H)(∂T/∂Z) となる.
12)回̇転̇ ではないフルード数 (Froude number) も存在する. 例えば F = U/

√
gH などである.

13)Q のことである.
14)(4-47) より,

Ri =
H2g

TV 2

 
g

cp
+

1

H

∂T

∂Z

!
=

(104)2 × 10

300× 102
× 3.5× 10−3

' 100
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4-4 中緯度解析

概要¶ ³
総観規模, 中緯度でのスケール解析を行う.

この解析にはβ面近似 (beta plane approximation) を用いるのが便利である. β面近似とはコ
リオリ力の緯度方向変化率を一定と近似してしまう (つまりは df/dy ' β0(定数)とする)手
法である. これによって渦度方程式や発散方程式でのコリオリ力の扱いが簡単になる. このβ
面近似を用いて渦度方程式, 発散方程式, 熱力学の式を変形していくことで準地衡流方程式を
導く.

さらにこの渦度, 発散, 熱力学の式から準地衡流ポテンシャル渦度方程式 (quasi-geostrophic
potential vorticity equation) と準地衡流鉛直運動方程式 (quasi-geostrophic vertical motion
equation) を導く. この 2式を解くためには大気の上部境界, 下部境界の境界条件を決める必
要がある.

最後にこれら求めた方程式 (渦度方程式, 熱力学方程式, 準地衡流ポテンシャル渦度方程式, 準
地衡流鉛直運動方程式)を圧力座標系で表記する.

µ ´

総観規模での中緯度の擾乱を考える. この場合, L ∼ 106m となるので各変数は以下のようになる.

RO ∼ 0.1, L/a ∼ 0.1, ε ∼ 1, βa/f ∼ 1.

なお, a ∼ 6.4× 106m , f ∼ 10−4 sec−1である. ε ∼ 1である場合, 渦度方程式 (4-43)と熱力学第 1
法則 (4-46) から以下の関係が得られる1).

R1 . RO.

従って, R1 = RO とするのは適切である. (4-43), (4-44), (4-46)における RO かそれよりも小さい

オーダーを持つ項を落とすと, 以下の方程式系が得られる.

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇(ζ + f) + fD = 0, (4-52)

∇2φ′ − fζ = 0, (4-53)
∂

∂t

∂φ′

∂Z
+ V Ψ · ∇∂φ′

∂Z
+ Γ(Z)Ż = 0. (4-54)

渦度の式 (4-52)においては以下の項が無視される. 無視されるのは, 絶対渦度の発散成分による移
流2), 渦度の鉛直移流3), ζ を含む発散の項4), そして立ち上がり項5)である. 熱力学第 1法則 (4-54)
において温度の発散成分による移流6) と安定度の摂動7) は無視される.

1)この関係式は, (4-46) において重要な時間微分の項と基本場の温度移流の項 ŻΓ(Z) = Ż ∂/∂Z(∂φ/∂Z + κφ) をバ
ランスさせようとした場合に得られるものである.

2)(4-43) の第 3, 5 項.
3)(4-43) の第 6 項.
4)(4-43) の第 8 項.
5)(4-43) の第 9, 10 項.
6)前節の (4-32) より RT = ∂φ/∂Z なので (4-46) の第 3 項がこれにあたる.
7)(4-46) の第 5 項がこれにあたる. なお安定度 Γ(Z) = ∂/∂Z(∂φ/∂Z + κφ) であることから, ∂/∂Z(∂φ′/∂Z + κφ′)

が安定度の摂動であることがわかるだろう.
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球面幾何学を考慮する代わりにβ面近似 (beta plane approximation)を導入すると便利である. デ
カルト座標は以下のように定義される.

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
, V = ui + vj.

xは東方向へ大きくなり, yは北方向へ大きくなる. (4-52), (4-53)において f の空間変化は移流項

でのみ重要である. 移流項での f の空間変化は

V Ψ · ∇f = vΨ
df

dy
= vΨβ (4-55)

となる. なお β = df/dy 8)であるので,

β =
d

dy
(2Ω sin ϕ) = 2Ω cos ϕ

dϕ

dy
=

2Ωcos ϕ

a
(4-56)

である. 総観規模の中緯度では f の変化は重要ではないため f は単なる係数となる. これを示すた
め, f を y = y0 のまわりでテイラー展開する.

f = f0 + β0(y − y0) + · · · = f0

[
1 +

β0

f0
(y − y0) + · · ·

]
. (4-57)

f0 = f(y0), β0 = β(y0) = df0/dtである. 解析では擾乱のスケールを Lと扱っているので, yの変化

を |y − y0| . Lと制限するのは適切である. 中緯度の β のスケールは β ∼ f/aであるため, (4-57)
の第 2項は以下のように制約を受ける.

∣∣∣∣
β0

f0
(y − y0)

∣∣∣∣ . L/a. (4-58)

L/a ∼ 0.1であるため, (4-58)より |(β0/f0)(y− y0)| . 0.1 であり, このため (4-57)の第 2項以降は
小さいとして無視される. その結果, 総観規模の中緯度では f = f0と考えることができる. ただし,
df/dyに関しては f は定数と扱わず, df/dy = β0 =一定, と扱う. 結果 (4-55)は V Ψ · ∇f = vΨβ0

となる. β面近似は, 方程式系をまず正角座標系に変形して, マップファクター9) の空間変化が

無視されて始めて正当化される. マップファクターは普通緯度の三角関数である. L/aが小さい

時にはこの三角関数は定数に置き換えられる10) のでマップファクターの空間変化は無視できる.
Phillips(1963) は方程式系をメルカトル座標系で記述することと, 展開された全ての物理量をロス
ビー数で記述することで Z-方程式系の包括的なスケール解析をおこなった. 彼の解析によって, デ
カルト座標系の使用はここで考えている変数域に適切であることが示された.

渦度方程式 (4-52)は以下のように記述できる.

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇(ζ + β0y)− f0e

Z ∂

∂Z
(e−ZŻ) = 0. (4-59)

第 2 項目では V Ψ · ∇f = V Ψ · ∇(β0y) という変形をおこなったが, これは (4-55) より関係式
V Ψ · ∇(β0y) = β0V Ψ · ∇y = β0vΨ = V Ψ · ∇f が成り立つからである. 連続の式 (4-45)をすこし

8)2-6 節参照.
9)マップファクターに関しては 1-8 節参照. マップファクターは簡単に言うと, 投影図の縮尺である. 簡単に例を挙げる

と, 極射影図法におけるマップファクターは m(ϕ) = 2/(1 + sin ϕ) である. 他の投影図にするとマップファクターの定義
自体は変わるが, 緯度 ϕ の三角関数に依存することに関しては共通している.
10)コリオリ力 f = 2Ω sin ϕ も緯度の三角関数である. これを定数と近似したことと同様に, マップファクターも定数に
置き換えることが出来る.
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変形して利用することで第 3項目のDは削除することが出来る. 発散の式 (4-53)は (4-14)より以
下のようになる.

∇2φ′ = f0ζ = f0∇2Ψ. (4-60)

この式の適切な解は

Ψ = f0
−1φ′ (4-61)

である. (4-13), (4-14)より風の回転部分と渦度はそれぞれ

V Ψ = f0
−1k ×∇φ′, ζ = f0

−1∇2φ′ (4-62)

となる. (4-54), (4-59), (4-62)をセットで準地衡流方程式 (quasi-geostrophic equation) と呼ぶ.

(4-54)と (4-59)で Ż を削除することである式が得られる. まず, (4-54)に e−Z/Γをかけ, Zで偏微

分すると, e−ZŻ に関する以下の式が得られる.

∂

∂Z
(e−ZŻ) = − ∂

∂t

∂

∂Z

(
e−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)
− V Ψ · ∇ ∂

∂Z

(
e−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)
. (4-63)

なお, (4-62)より ∂V Ψ/∂Z を含む項は消滅する11). (4-63)を (4-59)に代入し, 一般的な項をまと
めると以下の式になる.

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)[
ζ + β0y + eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)]
= 0. (4-64)

これは準地衡流ポテンシャル渦度方程式 (quasi-geostrophic potential vorticity equation) と呼ばれ
る式で, 浅水方程式系における準地衡流方程式系 (4-28)と対比される12). (4-62)を使うとこの方程
式は φ′ の項だけで記述することができる. それが以下の式である.

[
∇2 + f0

2eZ ∂

∂Z

(
e−Z

Γ
∂

∂Z

)]
∂φ′

∂t

= −k ×∇φ′ · ∇
[
f0
−1∇2φ′ + β0y + eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)]
. (4-65)

φ′の初期状態における分布が既に分かっているとすると, 右辺は計算できる. 左辺の演算子は楕円
型なので正しい境界条件が与えられていれば (4-65)は ∂φ′/∂tに関して解くことが出来る.

準地衡流方程式はあらゆる時間で Z を決定できる. 以下の書き直された渦度方程式 (4-59)と熱力
学第 1法則の式 (4-54)を見て欲しい.

∂ζ

∂t
=

1
f0
∇2 ∂φ′

∂t
= −V Ψ · ∇(ζ + β0y) + f0e

Z ∂

∂Z

(
e−ZŻ

)
, (4-66)

R
∂T ′

∂t
=

∂

∂Z

∂φ′

∂t
= −V Ψ · ∇∂φ′

∂Z
− Γ(Z)Ż. (4-67)

11)(4-54) の移流の項に e−Z/Γ をかけ, Z で偏微分してみると,

∂

∂Z

�
e−Z

Γ
V Ψ · ∇

∂φ′

∂Z

�
=

∂

∂Z

�
V Ψ · ∇

�
e−Z

Γ

∂φ′

∂Z

��
=

∂V Ψ

∂Z
· ∇
�

e−Z

Γ

∂φ′

∂Z

�
+ V Ψ · ∇

∂

∂Z

�
e−Z

Γ

∂φ′

∂Z

�
である. (4-62)より V Ψ = f0

−1(−∂φ′/∂y i+ ∂φ′/∂x j)であることから, ∂V Ψ/∂Z を含む項は消滅することがわかる.
12)(4-28) と (4-64) との対比に関しては 4-4-A 参照.
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この 2式を組み合わせることで, 渦度移流 −V Ψ ·∇(ζ +β0y) と温度移流 −V Ψ ·∇(∂φ′/∂Z) を与え
ると Ż 場を一意に決定できるような式 [(4-68)]を得ることが出来る. これは地衡流的, 静水圧的な
場合に ∂φ′/∂tによって ∂ζ/∂t, および ∂T ′/∂tが与えられることと似ている. Ż に関する診断方程

式は (4-66)の ∂/∂Z から (4-67)の f0
−1∇2 を引くことで得られる. 以下がその診断方程式である.

Γ(Z)∇2Ż + f0
2 ∂

∂Z

(
eZ ∂

∂Z
(e−ZŻ)

)

= f0
∂

∂Z
[V Ψ · ∇(ζ + β0y)]−∇2 [V Ψ · ∇(∂φ′/∂Z)] . (4-68)

これは準地衡流鉛直運動方程式 (quasi-geostrophic vertical motion equation)と呼ばれる. これは
前節の準地衡流発散方程式 (4-29)と似た式である. 右辺は (4-62)を使うことで全て φ′の項で書く

ことが出来る. ある時間の φ′の分布が与えられている場合, 左辺の演算子は楕円演算子なのでこの
方程式は Ż に関して解くことが出来る. (4-68)から Ż が得られる場合, (4-45)から発散を得ること
が出来る. このように考えると, (4-62)を使うことで発散は渦度の関数であることがわかる13). こ
のように, ロスビー数が小さい場合は回転による強制力が強く働くことがわかる.

式 (4-68)はしばしば総観規模の研究において診断用の道具として用いられる. 研究もしくは準地衡
流での予報をする場合, φ′場が既に分かっているならば (4-68)を解くことで鉛直方向の運動を知る
ことが出来る. この鉛直運動の場は降水量や雲パターンと関係する.

(4-65)や (4-68)を解こうとするならば, 大気の上部と下部の境界条件を決める必要がある. Ż が

分かっている場合, (4-65) を解くのに必要な (∂/∂Z)(∂φ′/∂t) が (4-54) から得られる. 大気上端
(Z → ∞)での境界条件は Ż が有限であることである14). 下部境界における Ż を決定するために

は Ż と wを関係付ける必要がある. gw = dφ/dtを展開するとそれぞれの項のスケールは以下のよ

うになる.

gw =
∂φ′

∂t
+ V Ψ · ∇φ′ + V χ · ∇φ′ + Ż

∂φ′

∂Z
+ ŻRT . (4-69)

fV 2 fV 2 R1fV 2 R1fV 2 R1

RO
MfV 2

ここでは ∂φ/∂Z = RT の関係を使用した. またここでのM は以下のように定義される.

M ≡ RT/f2L2. (4-70)

これは回転フルード数の逆数である. ここで考えているスケールでは R1 = RO であり, また,
RT ∼ 105 m2 sec−2 である時は

M ∼ 10 (4-71)

である. ちなみに 3-2 節で回転フルード数 F = f2L2/φ を紹介したが, φ = RT である場合15),
M = F−1 となる. これらの条件下では (4-69)の右辺の最後の項が支配的となり, 式は以下のよう
な簡単な形になる.

gw = RTŻ. (4-72)
13)(4-68) の右辺は書き直すと渦度 ζ で書くことが出来る. (∇2[V Ψ · ∇(∂φ′/∂Z)] = f0

−1[V Ψ · ∇(∂/∂Z)ζ] ). このこ
とから Ż は渦度の関数と見ることが出来る. (4-45) から発散は Ż の関数なので, 発散は渦度の関数と見ることが出来る.
14)(4-34) を参照せよ.
15)本来の定義は (4-32) より ∂φ/∂Z = RT である.
なお, この仮定は対流圏では概ね正しい.
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この式から鉛直速度の典型的な値は w ∼ g−1fV 2M ∼ 1 cm sec−1 だと分かる. (4-72)を下部境界
Z = Zs に適用すると,

Żs = (g/RT )ws = (g/RT )V · ∇hs (4-73)

となる. hs(x, y)は下部境界の高さである16). エクマン層の上端における鉛直運動も加え得るが,
Phillips(1963) によってそれは小さ過ぎてこの解析においては重要ではないことが示された. もし
地表面に山 (つまりは起伏)が無い場合は (4-73)は Żs = 0となる.

(4-73)を定数 Z, 例えば Z = 0としてみることは有用である. なお, Z = 0は p = p0 と対応する.
Z と定数としてみた場合の, 本来の (4-73)との (あらゆる変数の) 誤差は, (4-73)を Z のまわりで

テイラー展開することで知ることが出来る. その誤差の大きさを評価した結果は Zs となる. 滑ら
かな山々がH/10またはおよそ 1kmよりも高くない限りは, この近似は 1/10以下のオーダーの項
を無視することと等しい.

準地衡流方程式を圧力座標系で表記することは後々便利である. (4-33)と (4-34)を使うと渦度方程
式 (4-59)と熱力学第 1法則 (4-54)は以下のようになる.

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)
(ζ + β0y)− f0

∂ω

∂p
= 0, (4-74)

∂2φ′

∂t∂p
+ V Ψ · ∇(∂φ′/∂p) + σ(p) ω = 0. (4-75)

σ = Γ/p2 = (1/p)(d/dp)[p(dφ/dp)− φ]である. ポテンシャル渦度方程式 (4-64)は以下のように記
述できる.

(
∂

∂t
+ f0

−1k ×∇φ′ · ∇
)[

f0
−1∇2φ′ + β0y +

∂

∂p

(
f0

σ(p)
∂φ′

∂p

)]
= 0. (4-76)

鉛直方向運動方程式 (4-68)は以下のような形になる.

σ∇2ω + f0
2 ∂2ω

∂p2
= f0

∂

∂p
(V Ψ · ∇(ζ + βy))−∇2

(
V Ψ · ∇∂φ′

∂p

)
. (4-77)

この方程式は準地衡流ω方程式 (quasi-geostrophic omega equation)と呼ばれる.

4-4-A 順圧と傾圧での準地衡流ポテンシャル渦度方程式

順圧 (浅水方程式系)での準地衡流ポテンシャル渦度方程式 (4-28)と傾圧での準地衡流ポテンシャ
ル渦度方程式 (4-64)を比較してみる. それぞれ, 順圧, 傾圧下の準地衡流ポテンシャル渦度方程式
は以下の通りである.

順圧, 準地衡流ポテンシャル渦度方程式
(

∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)(
ζ + f − f

φ + φ′

φ

)
= 0. (4-4-A-1)

16)下部境界は自由表面ではないので局所における時間変化はしない. よって, dhs/dt = V · ∇hs となる.
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傾圧, 準地衡流ポテンシャル渦度方程式
(

∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)[
ζ + β0y + eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)]
= 0. (4-4-A-2)

(4-4-A-2)における β0yは本来は f なので, ここでは簡単のため β0y ' f と考える. するとそれぞ
れの式は以下のようになる.

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

) (
ζ + f − f

φ + φ′

φ

)
= 0 (4-4-A-3)

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)[
ζ + f + eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)]
= 0. (4-4-A-4)

このように見ると, 左辺の最後の項が順圧と傾圧による違いだと分かる. 簡単に理解するため,
(4-4-A-4) の左辺最後の項を (4-32) 17) を用いて温度で表記する.

eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

Γ
∂φ′

∂Z

)
= eZ ∂

∂Z

(
f0e

−Z

RΓ
T ′

)

=
f0

RΓ
∂T ′

∂Z
− f0

RΓ
T ′

' f0

R

∂T ′

∂Z
H2g

T

(
g

cp
+

1
H

∂T

∂Z

) (4-4-A-5)

途中で, T ′ ¿ ∂T ′/∂Z という近似と, (4-47) 18) を用いた. (4-4-A-5)を用いて, (4-4-A-3)と (4-4-
A-4)を書き直すと,

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)(
η − f

φ + φ′

φ

)
= 0 (4-4-A-6)

(
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

)

η +

f0

R

∂T ′

∂Z
H2g

T

(
g

cp
+

1
H

∂T

∂Z

)


 = 0 (4-4-A-7)

となる. なお η は絶対渦度である. これらを図示する. 図 4-4-A-1より, 層が厚くなるところでは
渦が強くなり, 薄くなるところでは渦が弱くなることがわかる. これらのことは以前にポテンシャ
ル渦度保存の式 (3-39b) 19) で考えたことと同じである. 図 4-4-A-2でも T2, T3間を層と考えると,
この層が厚くなることで渦が強くなることがわかる. 傾圧の構造は, 順圧で考えた一つの層を重ね
合わせた多層構造と考えることができる.

17)

RT = ∂φ/∂Z (4-32)

18)

Γ(Z) ' H2g

T

 
g

cp
+

1

H

∂T

∂Z

!
(4-47)

19)

d

dt

�
ζ + f

h

�
= 0 (3-39b)
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z

h

+h’h

����� � ���

図 4-4-A-1: 順圧での渦度と高さ h(= φ/g) の関係

z

T3

T2

T1

>
>

�����

+T’T

dT’
dz

< 0

heating

cooling

図 4-4-A-2: 傾圧での渦度と温度 T (= ∂φ/∂Z = g∂z/∂Z) の関係
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4-5 熱帯

概要¶ ³
総観規模の熱帯のスケーリングを行う.

熱帯では中緯度に比べ, ロスビー数 RO が 10倍の大きさのスケールを持つ. (逆に言えばこれ
以外のスケールは同じである). この結果, スケーリングを行うと中緯度とはまた異なった渦
度, 発散の方程式が得られる.

ただし, ここでは熱帯で起こる運動の全ては扱わない.
µ ´

中緯度における総観規模の擾乱のスケールではそれぞれパラメータは RO ∼ 0.1, L/a ∼ 0.1, ε ∼ 1
が適当な値である. これに対し, 熱帯の擾乱では

RO ∼ 1, L/a ∼ 0.1, ε ∼ 10−2 βL/f ∼ 1 (4-78)

となる1). εは Ri = 100 2) なので (4-49)から得られる. 今回は f は赤道 (f = 0)から距離 Lに

おける値 f まで変化するので β ∼ f/Lである. スケール解析する際に複数の項がバランスするた
めには, 渦度方程式 (4-43)では R1 ≤ RO ∼ 1でなくばならず, 一方熱力学第 1法則 (4-46)では
R1 ≤ ROε ∼ ε でなければならない. これらを満たすためには

R1 = ε (4-79)

である必要がある. (4-43)においてオーダーが V 2/10L2以下の項は落ち, 以下のように簡単になる.

∂ζ

∂t
+ V Ψ · ∇(ζ + f) = 0. (4-80)

発散の式は以下のようになる.

∇·(V Ψ · ∇V Ψ) +∇2φ′ − fζ − k ×∇f · V Ψ = 0. (4-81)

この方程式 (4-81)はバランス方程式 (balance equation) と呼ばれる. この式はしばしばプリミティ
ブモデルの初期値の設定に使われる. 発散Dは (4-80)には現れないので熱力学第 1法則はこの方
程式のセットには必要ない3). しかし, 熱帯で強い加熱が生じた場合, (4-46)の加熱の項のスケール
は fV 2 より大きくなる. この場合には鉛直運動スケーリング (4-79) 4) が修正され5), 渦度の式に
発散が現れるようになる. また, (4-46)では加熱の項と鉛直運動の項がバランスするようになる.

ここで行ったスケール解析は, 加熱に関することを含んだとはいえ, 熱帯における重要な運動の全
てをカバーしてはいない. 赤道ケルビン波 (Equatorial Kelvin wave)やロスビー波と重力波がいく

1)ロスビー数は RO = V/fL である. 中緯度に比べ熱帯の方がコリオリパラメータが小さいため RO が中緯度の 10 倍
になる.

2)(4-51) 参照.
3)前節の中緯度スケール解析では渦度の式に発散 D が現れたため, なんらかの方法でこれを消去する必要があった. 消

去するために (4-45)を用いて D を e−Z Ż の項に変換し, これを熱力学第 1法則を用いて消去した. 今回は発散 D が現れ
ないために熱力学第 1 法則を用いずとも方程式が解けるので必要無い.

4)この R1 は渦度に対する発散の大きさの比なので, (4-79) は「発散スケーリング」というようなものである. ただ, こ
こでは発散 = 鉛直運動という考え方をしているので, このスケーリングを「鉛直運動スケーリング」と呼んでいる.

5)具体的には R1 À 1 というスケーリングをすることになる. こうすることで渦度の式では発散 D が残り, 熱力学第 1
法則が必要となる.
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らか混ざった波は移流時間スケール6) ではうまく扱うことは出来ない7). またそれらの波はここで
仮定したものよりも小さい鉛直スケールを持つ.

6)3-2 節の (4-4) 参照.
7)熱帯の, 普通のロスビー波に関しては扱うことは出来る.
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4-6 惑星規模解析

概要¶ ³
ここまでは概して総観規模の運動を扱ってきたが, この節ではさらに大きい惑星規模のスケー
ル解析を行う.

惑星規模でのスケーリングを行うと渦度方程式, 発散方程式は物理量に依存することなく満足
してしまうので予測に用いる事が出来ない. 惑星規模では連続の式, 熱力学第 1法則, そして
地衡流平衡の式が予測方程式系として用いられる.

µ ´

大気の最大規模の運動は以下のように表される1).

L/a ∼ 1, RO . 0.01, ε ∼ 100, βa/f ∼ 1.

これらの条件下で, 渦度方程式 (4-43)を

R1 ∼ 1 (4-82)

としてバランスさせる2). このスケーリングは熱力学第 1法則 (4-46)でも成り立つ. スケーリング
の結果, (4-43), (4-44)における支配的な項は以下のようになる.

(V Ψ + V χ) · ∇f + fD = 0, (4-83)

∇2φ′ − fζ − k ×∇f · (V Ψ + V χ) = 0. (4-84)

風は以下のように地衡流的だとすると, この 2つの式はちょうど満足されてしまう3).

V = V Ψ + V χ = f−1k ×∇φ′. (4-85)

熱力学第 1 法則では全ての項は同じオーダーになる. 惑星規模の運動の予測システムは (4-45),
(4-46), (4-85)である. 今節での解析は, V よりもはるかに大きい位相速度を持つような, 惑星規模
のロスビー波 (自由波)は含んでいない4). しかし, 惑星規模の波でそんなに大きい位相速度をもつ
ものはほとんど観測されない. このことは, 惑星規模の運動は主に加熱, 地形 (山岳)効果, そしてお
そらくは小さなスケールとの非線形の相互作用によって駆動されている事を示唆している. これら
の運動は予測が難しく, また下部境界条件が非常に重要になってくる.

1)惑星規模の擾乱のスケール L は総観規模の 10 倍なので, それに応じて L/a, RO = V/fL, ε = f2L2Γ−1 の大きさ
は総観規模とは違った値になる. なお, その他のスケールは 3-4 節で行った中緯度総観規模解析の場合と同じである.

2)惑星規模においては, R1 ∼ 1 または R1 ∼ 10 ならば (4-43) は複数の項によってバランスする. ちなみに R1 ∼ 1 の
場合と R1 ∼ 10の場合とではまた異なる式が得られる. ここでは R1 ∼ 1でバランスさせ, (4-83)と (4-84)の式を導いた.

3)(4-85) を (4-83), (4-84) に代入すると, ちょうど左辺はゼロになる. なお, (4-14) より ζ = k · ∇ × V , D = ∇·V で
ある.

4)4-10 節参照.
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4-7 バランスシステム

概要¶ ³
総観規模の中緯度, 熱帯, 及び惑星規模の全てを含むスケール解析をおこなったバランスシス
テム (balance system)について議論する.

バランスシステムはそれぞれの規模でのスケール解析で落とされていた多くの項をそのまま

残したものである. ただし, そのために解くことが難しく, 今は数値予報にはほとんど使われ
ていない.

µ ´

様々な特別な場合を考慮した全ての項を含み, 総観規模の運動に関してはさらに正確に記述できる
ような, より広い用途を持った方程式系を作る事が望ましい. 総観規模解析においてオーダー RO

以上の全ての項を残したままの方程式系として, バランスシステム (balance system)がある. バラ
ンスシステムは以下のように記述される.

∂ζ

∂t
+ (V Ψ + V χ) · ∇(ζ + f) + ω

∂ζ

∂p

+(f + ζ)D + k · ∇ω × ∂V Ψ

∂p
= 0, (4-86)

∇·(V Ψ · ∇V Ψ) +∇2φ− fζ − k ×∇f · V Ψ = 0, (4-87)
∂

∂t

∂φ

∂p
+ (V Ψ + V χ) · ∇∂φ

∂p
+

ω

p

∂

∂p

[
p
∂φ

∂p
− κφ

]
= 0, (4-88)

D +
∂ω

∂p
= 0. (4-89)

他の関係式は以下のようになる.

V Ψ = k ×∇Ψ, V χ = ∇χ, (4-90)

ζ = ∇2Ψ, D = ∇2χ.

これらの方程式は利用に便利なため, 圧力座標系で記述されている. 渦度方程式で唯一落とされた
項は, 風の発散成分を含む立ち上がり項の一部1) である. 発散方程式では風の発散成分に依存する
全ての項を落とした. この結果, 発散方程式は Ψと φの項のみで記述できるようになった. この式
はバランス方程式 (balance equation)と呼ばれる2). 熱力学第 1法則は全ての項が残ったままであ
る. なお, 加熱や摩擦力の項が他の項のオーダーと同じかそれより大きい場合, それらの項もこの
式に加えられる.

バランスシステムはスケール解析されているので初期状態の小さな誤差に敏感ではない. また, バ
ランスシステムは発散方程式において発散の勾配を無視しているために重力波の存在を許さない.
総観規模の運動において, 無視される中で最も大きい項のオーダーは RO

2 である3). これにより,
バランス方程式は熱帯, 及び惑星規模でのスケール解析で得られた全ての項を含む. 唯一の例外が
−k×∇f ·V χの項である. この項は惑星規模の運動の発散方程式で必要になる4). この項を (4-87)

1)具体的には (4-43) の最後の項である k · ∇Ż × (∂V χ/∂Z) である.
2)3-5 節の (4-81) で以前に登場した式である.
3)3-4 節の「中緯度解析」では RO 以下のオーダーの項を落としていた (RO ∼ 0.1). 今回はこれより一つ小さいオー

ダーも拾うようにした.
4)(4-84) 式参照.
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に加えてもエネルギー保存則には影響を及ぼさない. しかし, この項の存在は方程式系の解を求め
るのを困難にする. 準地衡流方程式系では f は微分されていない限りは定数に置き換えられていた

が, バランス方程式は f の変化を全て含んでいる. f の変化は, 大規模の領域の予測を行う場合に
特に重要になる.

不幸な事に, バランスシステムは解くのが非常に難しい. これはバランスシステムが陰解的な形5)

をしているからである. 準地衡流方程式系とは違い, この式からは簡単なポテンシャル渦度方程式
やω方程式を導く事は出来ない. それに加え, バランスシステムはケルビン波 (Kelvin wave) のよ
うな重要な熱帯循環運動を記述できない. 結果, バランスシステムは数値予報にはあまり使われる
事は無い. 普通, 準地衡流方程式系で得られた結果よりも正確なものが欲しい場合にはプリミティ
ブ方程式系が使われる. ただし, バランス方程式もまだ, プリミティブ方程式系の初期値の設定や
いくつかの力学プロセスを理解することの助けにはなっている.

5)具体的にはバランス方程式である (4-87) のことを言っている.
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第5章 大気の波動 第2部

5-1 より複雑な大気現象

概要¶ ³
第 5章では第 3章で扱ったよりももう少し複雑な大気の波動を取り扱う. この節ではこの章で
取り扱う波動に関して概説する. 取り扱うことを大雑把に言えば, 1) 順圧不安定, 2) 傾圧不安
定, の 2つである.

µ ´

この章は第 3章で扱ったよりも複雑な波動について取り扱う. 大気での波の擾乱は, 直接外力を受
けているかもしくは非線形の相互作用を受けている流れ場の不安定から生まれる. 順圧不安定は風
の基本場の水平シアから生まれる. これは流体の力学において研究される “流体力学不安定”の一
形態である. 傾圧不安定は風の基本場の鉛直シアと関係するか, 温度風という関係を通して水平面
温度勾配と関係する. 傾圧不安定は地球の回転と関係する. しかしこの現象は気象学と海洋学以外
では広く研究されてはいない. 順圧と傾圧の影響は同時に大気に現れるが, それらは分けて研究す
る方が容易である.

2～6節では順圧不安定を, 7～11節では傾圧不安定を扱う. これらは数値モデルに直接組み込まれ
るようなものではないが, モデルの作成や利用の上での背景的な知識として必要なものである.
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5-2 ロスビー波

概要¶ ³
2-6節で扱ったロスビー波について再度議論する. ただし, 今回はβ面近似を使い, 自由表面の
無い流体層でのロスビー波を考えている.

まず, 3-4節で得た準地衡流ポテンシャル渦度方程式から順圧渦度方程式を導く. その式を線
形化した後に, 流線関数 ψ を導入して順圧渦度方程式を ψ で記述する. その後 ψ を波動解と

考え, その波動 (つまりはロスビー波)の位相速度を求める. 結果, 2-6節で得た位相速度とほ
とんど同じ位相速度を得ることが出来る. この位相速度は総観規模の擾乱については良く表す
が, さらに長い波長の波に関してはうまく表すことが出来ない.

µ ´

β面近似を行った順圧渦度方程式は以下のように記述される.

∂ζ

∂t
+ V · ∇(ζ + βy) = 0. (5-1)

なお,

∇·V = 0 (5-2)

である. 式 (5-1)は準地衡流ポテンシャル渦度方程式 (4-64)にて温度の擾乱を R−1∂φ′/∂Z = 0 1)

とするか, 静的安定度 Γが非常に大きいとすることで得られる. この順圧渦度方程式は 2つの堅い
水平面プレートによって挟まれた一様な流体や, F ¿ 1 (4-2節参照) 2) の場合の自由表面をもった

流体のモデルに適切な方程式である.

順圧不安定の問題を調べるため, 緯度によってのみ変化するような東西風 (つまり, U = U(y))を考
える. (5-1)を ζ = ζ + ζ ′, u = U + u′, v = v′ として線形化すると以下の式が得られる.

∂ζ ′

∂t
+ U

∂ζ ′

∂x
+ v′

(
∂ζ

∂y
+ β

)
= 0. (5-3)

ζ = −dU/dy 3) である. ここで流線関数 ψを導入する. u′ = −∂ψ/∂y, v′ = ∂ψ/∂xと記述するこ

とで (5-2)は満足される. これらの関係を用いて流線関数で (5-3)を記述すると以下のようになる.

∂

∂t
∇2ψ + U

∂

∂x
∇2ψ +

(
β − d2U

dy2

)
∂ψ

∂x
= 0. (5-4)

ここでは擾乱の形を ψ = Ψ(y)eiµ(x−ct) (「ノーマルモードの解」と呼ぶ)と考え, これを (5-4)に
代入すると,

(U − c)
(

d2Ψ
dy2

− µ2Ψ
)
−

(
d2U

dy2
− β

)
Ψ = 0 (5-5)

1)R−1 = f0e−Z/Γ である. なお本文ではこの項を「温度」と呼んでいるが, これは (4-32) の関係式を見るとわかるだ
ろう.

2)F = f2L2/φ である. F ¿ 1 であるということは, コリオリパラメータや擾乱のスケールに比べ, 流体層の厚さが非
常に大きいということを表している.

3)風の基本場を V = (U, 0) とすると, ζ = k · ∇ × V = −dU/dy となる.
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となる. 流れには有限の幅があり, y = 0を中心とし, 堅い境界を y = ±dとする. 境界では法線方
向の速度はゼロにならなければならないので,

v(±d) =
∂ψ

∂x
(±d) = −iµΨ(±d) eiµ(x−ct) = 0

である. よって, 以下の関係式が成り立つ事で境界条件は満たされる.

Ψ(d) = Ψ(−d) = 0. (5-6)

(5-6)を境界条件とする (5-5)は cに関する固有値問題をとなる.

一般的なケースである U = U(y)を扱う前に, U =一定 の場合を考えると便利である. この場合に
は (5-5)は以下のように簡単になる.

d2Ψ
dy2

−
(

µ2 − β

U − c

)
Ψ = 0. (5-7)

この方程式は以下のような形の解を持つ.

Ψn = A cos
[
(2n− 1)πy

2d

]
, n = 1, 2, ... (5-8)

ここでは [(2n− 1)π/2d]2 = −µ2 + β/(U − c)としている. (5-8)は明らかに境界条件 (5-6)を満た
す. この場合, 位相速度は以下のようになる.

c = U − β/
{
µ2 + [(2n− 1)π/2d]2

}
. (5-9)

これは横方向に有限な幅を持つ非発散ロスビー波であり, 2-6節にて得られた解4) と対応するもの

である. (5-8)から得られた解 Ψnは完全系であるので5), それらを足し合わせて任意の初期状態を
記述する事ができ, 結果としてあらゆる状態での水平構造を記述することが出来る. n = 1, d →∞
の場合, この式は以下のように簡単になる.

c = U − β/µ2. (5-10)

この式を (3-50)と比較してみる (∂q/∂y は (3-51)で見積もられる). (3-50)と (3-51)の組合せは
(5-10)とは異なる. この原因は浅水方程式系の自由表面の存在にある. この余分な項は, そのスケー
ルが (3-50)の分母において非常に大きくない限りは重要ではない. 以前にも示したが, ロスビー波
は平均流れ場 U に対して k ×∇qの方向に伝搬する6). この節でのロスビー波では q = f/H0 (H0

は定数である)なので∇qは北向きであり, ロスビー波は平均流れに対して西に伝播する7). 波長が
L = Ls = 2π(U/β1/2)である場合には, (5-10)から U > 0に関する静止状態の解が得られる8). 静
止状態の波長を Lsとすると, 波長 Lが L < Lsの場合には伝搬は東へ向かう9). 逆に L > Lsの場

4)具体的には (3-50) に (3-51) を代入した以下の式である.

c = U − β − (f/H)(∂H/∂y)

µ2 + (f2/gH)
.

5)つまり, この式で全ての状態を記述でき, 他の方程式を利用する必要が無いわけである. 連続モードの解ではこのよう
にはならない.

6)(3-50) 参照.
7)k×∇q = −(∂q/∂y)i.
8)L = 2π(U/β1/2) より波数は µ = (β/U)1/2 となる. これを (5-10) に代入すると c = 0, つまり静止状態となる.
9)L < Ls ということは波数は µ > (β/U)1/2 となる. すると結果的に U − β/µ2 > 0, つまり c > 0となることから波

が東に伝搬する事が分かる.
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合には伝搬は西へ向かう. 500 mbにおける総観規模の擾乱は (5-10)から得られたのとほぼ似た速
度で移動する. しかし, 非常に長い波長を持つ波は (5-10)で示されるように速い西向きの伝搬をす
るわけではない10).

10)実際には, 西向きに速度の速い伝播をする長波は存在する. ただ, ここで問題にしているのは, (5-10) の c が大きくな
り過ぎるということである.

(3-50) では, 波長がどんなに長くなっても (波数がどんなに小さくなっても), 分母に f2/gH が存在するため, 位相速度
はある程度のところで頭打ちになる. これに対して (5-10) は分母が µ だけのため, 波長が非常に小さくなると c がとんで
もなく大きくなってしまう. このことから, (5-10) は非常に波長の長い波を表現できないのである.
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5-3 順圧不安定の条件

概要¶ ³
この節では, 順圧不安定について議論する. 具体的には順圧不安定が起こるのに必要な条件を
導き, また, その擾乱が発達するか減衰するかを知るためのエネルギーの式を求める.

順圧不安定が起こるのに必要な条件は前説で求めた流線関数のノーマルモードの解に関する

式 (5-5)から求める. 得られた式から順圧不安定の条件は, 考える空間内で絶対渦度が極値を
持つことである.

エネルギーの式は前説で求めた流線関数に関する式 (5-4)から求める. 結果, 擾乱の発達減衰
は位相の南北方向の傾きと風の南北シアによって決まることがわかる.

µ ´

今節では,順圧不安定が起こるのに必要な条件を導き,エネルギー方程式を求める. ψ = Ψ(y)eiµ(x−ct)

のタイプの擾乱が不安定になるには, 位相速度が複素数でなければならない. すなわち c = cr + ici

でなければならない. そして, たいていは振幅関数 Ψも複素数である. Ψの複素共役である Ψ∗ を
(5-5)にかけると,

(U − c)
(

Ψ∗
d2Ψ
dy2

− µ2Ψ∗Ψ
)
−

(
d2U

dy2
− β

)
Ψ∗Ψ = 0 (5-11)

となる. 最初の項は以下のように書ける.

Ψ∗
d2Ψ
dy2

=
d

dy

(
Ψ∗

dΨ
dy

)
− dΨ∗

dy

dΨ
dy

.

複素数とその共役の積はその値の絶対値の 2乗なので,

ΨΨ∗ = |Ψ|2, dΨ∗

dy

dΨ
dy

=
∣∣∣∣
dΨ
dy

∣∣∣∣
2

である. この結果を利用して (5-11)を変形し, さらに (U − c)でこの式を割り, その上±d間で積分

をすると以下の式が得られる.

∫ d

−d

[
d

dy

(
Ψ∗

dΨ
dy

)
− µ2|Ψ|2 −

∣∣∣∣
dΨ
dy

∣∣∣∣
2
]

dy =
∫ d

−d

(d2U/dy2 − β)|Ψ|2
(U − c)

dy. (5-12)

境界条件より Ψは ±dでは消えなければならない1). このため, Ψはその実部と虚部で別々に消え
なければならない. このように考えると, Ψ∗も Ψと同様に境界ではゼロになる. すると, (5-12)の
左辺の最初の項は積分されてゼロになる. 結果,

∫ d

−d

(
µ2|Ψ|2 +

∣∣∣∣
dΨ
dy

∣∣∣∣
2
)

dy = −
∫ d

−d

(d2U/dy2 − β)(U − c)∗|Ψ|2
|U − c|2 dy

となる. なお, 右辺の被積分関数には, その分子と分母に (U − c)∗ をかけた. 次に, cを cr + ici と

1)4-2 節, (5-6) 参照.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 5-3 順圧不安定の条件 159

置き換える. 共役もそのように表すと,

∫ d

−d

(
µ2|Ψ|2 +

∣∣∣∣
dΨ
dy

∣∣∣∣
2
)

dy = −
∫ d

−d

(d2U/dy2 − β)(U − cr)|Ψ|2
|U − c|2 dy

−ici

∫ d

−d

(d2U/dy2 − β)|Ψ|2
|U − c|2 dy

となる. この式の実部と虚部を見た時, 3つの内 2つの積分が実部であるため, 残った iが係数であ

る虚部の積分の項は消えなければならない. 結果的に,

ci

∫ d

−d

(d2U/dy2 − β)|Ψ|2
|U − c|2 dy = 0 (5-13)

でなければならないということになる. 増幅する波が存在する場合, ci 6= 0である. そのため, (5-13)
の積分は消える必要がある. そのためには, d2U/dy2 − β は −d < y < d内において少なくとも一

回は符号が変わらなくてはならない. 従って, 順圧不安定の必要条件は yのいくつかの値 (yk とす

る)が以下の関係を満たすことである.
(

d2U

dy2
− β

)

yk

= 0, −d < yk < d. (5-14)

条件 (5-14)は以下のような形で書くことが出来る.

d

dy

(
−dU

dy
+ f

)
= 0 または

dζa

dy
= 0, y = yk.

この式は, 基本場内のいくつかの点 (y = yk)では絶対渦度 ζa = ζ + f (ζ = −dU/dy)は極大, また
は極小にならなければならないことを示している.

線形擾乱に関するエネルギーの式を求めることで, 順圧不安定に関するより多くの情報を得ること
が出来る. (5-4)に −ψをかけ, xと yに関して積分すると,

∫ d

−d

[
−ψ∇· ∂

∂t
∇ψ − Uψ

∂(∇2ψ)
∂x

− ∂

∂x

(
ψ2

2

)(
β − d2U

dy2

)]
dy = 0 (5-15)

となる. なお, (‾) = L−1
∫ L

0
( )dxである. 周期性による条件と南北の境界条件は,

ψ(x + L, y, t) = ψ(x, y, t),

ψ(x, d, t) = ψ(x,−d, t) = 0 (5-16)

である. (5-15)のそれぞれの項を部分積分し, 条件 (5-16)を使うと, 以下のエネルギーの式が導か
れる2).

d

dt

∫ d

−d

u′2 + v′2

2
dy = −

∫ d

−d

u′v′
dU

dy
dy. (5-17)

なお, u′ = −∂ψ/∂y, v′ = ∂ψ/∂xである. 式の右辺の符号は ψを以下のように考えることで決める

ことが出来る.

ψ(x, y, t) = Ψ(y, t) cos[µx− θ(y, t)]. (5-18)
2)エネルギーの導出に関しては 5-3-A 参照.
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Ψは振幅で, θは位相である3). すると運動量フラックス (momentum flux) 4) は以下のように記述

できる.

u′v′ = −∂ψ/∂y ∂ψ/∂x = Ψ2∂θ/∂y µ sin2(µx− θ)

+µ ∂Ψ/∂y Ψ sin(µx− θ) cos(µx− θ).

三角法を導入し, Lが 2πµ−1の倍数であるという条件を用いると, 運動量フラックスは以下のよう
になる5).

u′v′ = (µ/2)Ψ2∂θ/∂y. (5-19)

この式は, u′v′の符号が波の位相の緯度方向の傾き (∂θ/∂y)によって決定されることを示している.
(5-19)より, エネルギーの式 (5-17)は以下のように記述できる.

d

dt

∫ d

−d

u′2 + v′2

2
dy = −µ

2

∫ d

−d

Ψ2 ∂θ

∂y

dU

dy
dy. (5-20)

この式は, 傾きが風のシアと反対の場合 [(∂θ/∂y)(dU/dy) < 0]には擾乱が発達し, 逆に傾きが風の
シアと同じ向きの場合 [(∂θ/∂y)(dU/dy) > 0]には擾乱は弱まることを示している.

5-3-A エネルギーの式の導出

エネルギーの式 (5-17)を流線関数の式 (5-15)と境界条件 (5-16)から導く. (5-15), (5-16), (5-17)
を以下にまとめて記述する.

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−ψ∇· ∂

∂t
∇ψ − Uψ

∂(∇2ψ)
∂x

− ∂

∂x

(
ψ2

2

)(
β − d2U

dy2

)]
dx dy = 0,

(5-3-A-1)

ψ(x + L, y, t) = ψ(x, y, t), (5-3-A-2)

ψ(x, d, t) = ψ(x,−d, t) = 0,

3)正確には x 方向の変化分を取り除いた位相である.
4)運動量フラックス (または運動量流速)とは文字どおり運動量の流れである. 詳しくはランダウ＝リフシッツ (1970)参

照のこと.
5)三角法より sin2 α = (1/2)(1− cos 2α) なので,

sin2(µx− θ) =
1

L

Z L

0
{1/2− (1/2) cos(2µx− 2θ)}dx

= 1/2− (1/4µ)[sin(2µx− 2θ)]L0

= 1/2− (1/4µ){sin(2µL− 2θ)− sin(−2θ)}
となる. L = 2πµ−1n (n:整数) なので sin(2µL− 2θ) = sin(−2θ) となり, 2 項目は消滅する. 結果, sin2(µx− θ) = 1/2
となる.
次に, 三角法より 2 sin α cos α = sin 2α なので,

sin(µx− θ) cos(µx− θ) =
1

L

Z L

0
(1/2) sin(2µx− 2θ)dx

= (1/2L)[(−1/2µ) cos(2µx− 2θ)]L0

= (−1/4µL){cos(2µL− 2θ)− cos 2θ}
= 0

となる. ここでも L = 2πµ−1n (n:整数) を用いた. 結果, 運動量フラックスは (5-19) となる.
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d

dt

∫ d

−d

u′2 + v′2

2
dy = −

∫ d

−d

u′v′
dU

dy
dy. (5-3-A-3)

5-3-A-a (5-3-A-1)の第 1項

(5-3-A-1)の第 1項目を計算する.

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−ψ∇· ∂

∂t
∇ψ

]
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−ψ

∂

∂t
∇2ψ

]
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−ψ

∂

∂t

(
∂2ψ

∂x2

)]
dx dy +

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−ψ

∂

∂t

(
∂2ψ

∂y2

)]
dx dy.

ここで左の項は xで, 右の項は yで部分積分を行うと,

=
1
L

∫ d

−d

{[
−ψ

∂

∂t

(
∂ψ

∂x

)]L

0

−
∫ L

0

−∂ψ

∂x

∂

∂t

(
∂ψ

∂x

)
dx

}
dy

+
1
L

∫ L

0

{[
−ψ

∂

∂t

(
∂ψ

∂y

)]d

−d

−
∫ d

−d

−∂ψ

∂y

∂

∂t

(
∂ψ

∂y

)
dy

}
dx

となる. 境界条件 (5-3-A-2)より, ψx=L = ψx=0, (∂ψ/∂x)x=L = (∂ψ/∂x)x=0, ψy=−d = ψy=d = 0
である. また u′ = −∂ψ/∂y, v′ = ∂ψ/∂xなので,

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
v′

∂v′

∂t
+ u′

∂u′

∂t

}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
1
2

∂u′2

∂t
+

1
2

∂v′2

∂t

}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

∂

∂t

{
u′2 + v′2

2

}
dx dy

=
d

dt

∫ d

−d

u′2 + v′2

2
dy. (5-3-A-4)

5-3-A-b (5-3-A-1)の第 2項

(5-3-A-1)の第 2項目を計算する.

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−Uψ

∂(∇2ψ)
∂x

]
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
−Uψ

∂

∂x

(
∂2ψ

∂x2

)
− Uψ

∂

∂x

(
∂2ψ

∂y2

)}
dx dy. (5-3-A-5)
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まずはこの (5-3-A-5)の第 1項を考える.

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
−Uψ

∂

∂x

(
∂2ψ

∂x2

)}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

{[
−Uψ

∂2ψ

∂x2

]L

0

−
∫ L

0

{
−U

∂ψ

∂x

∂2ψ

∂x2

}
dx

}
dy

=
1
L

∫ d

−d

U

{[
−ψ

∂2ψ

∂x2

]L

0

−
∫ L

0

{
−1

2
∂

∂x

(
∂ψ

∂x

)2
}

dx

}
dy

=
1
L

∫ d

−d

U





[
−ψ

∂2ψ

∂x2

]L

0

−
[
−1

2

(
∂ψ

∂x

)2
]L

0



 dy

= 0. (5-3-A-6)

ここでは最後に境界条件 (5-3-A-2)を用いた. 次に, (5-3-A-5)の第 2項を考える.

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
−Uψ

∂

∂x

(
∂2ψ

∂y2

)}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
−U

∂

∂x

{
ψ

(
∂2ψ

∂y2

)}
+ U

∂ψ

∂x

∂2ψ

∂y2

}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
− U

∂

∂x

{
ψ

(
∂2ψ

∂y2

)}
+

∂

∂y

{
U

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

}

−U
∂2ψ

∂x∂y

∂ψ

∂y
− ∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
− U

∂

∂x

{
ψ

(
∂2ψ

∂y2

)}
+

∂

∂y

{
U

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

}

−U

2
∂

∂x

(
∂ψ

∂y

)2

− ∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

}
dx dy.

第 1, 3項を xで積分し, 第 2項を yで積分すると, 境界条件よりそれらの項はゼロになる. よって,

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
−Uψ

∂

∂x

(
∂2ψ

∂y2

)}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
− ∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

}
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

∫ L

0

{
u′v′

∂U

∂y

}
dx dy

=
∫ d

−d

u′v′
∂U

∂y
dy. (5-3-A-7)

(5-3-A-6), (5-3-A-7)を (5-3-A-5)に代入することで

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
−Uψ

∂(∇2ψ)
∂x

]
dx dy =

∫ d

−d

u′v′
∂U

∂y
dy (5-3-A-8)

となる.
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5-3-A-c (5-3-A-1)の第 3項

(5-3-A-1)の第 3項目を計算する. β と U は xには依存しないので,

1
L

∫ d

−d

∫ L

0

[
− ∂

∂x

(
ψ2

2

)(
β − d2U

dy2

)]
dx dy

=
1
L

∫ d

−d

(
β − d2U

dy2

) {∫ L

0

[
− ∂

∂x

(
ψ2

2

)]
dx

}
dy

=
1
L

∫ d

−d

(
β − d2U

dy2

)[
−ψ2

2

]L

0

dy

= 0 (5-3-A-9)

となる.

(5-3-A-4), (5-3-A-8), (5-3-A-9)を (5-3-A-1)に代入することで, 本文のエネルギーの式である (5-3-
A-3)が得られた.
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5-4 2つの不安定プロファイル

概要¶ ³
ジェット風と東西風シアの 2種類の風のプロファイルについて, その不安定性を考察する.

まず, 両方の風のプロファイルを双曲線関数で与え, 前節の不安定性の必要条件 (5-14)を用い
て具体的な不安定性条件を導く.

次に, 数値計算によって得られた, 無次元化された位相速度, 波数, および不安定の成長率の関
係を示したグラフから, この 3つの値の関係を考え, 不安定性について考察する. これは 2種
類の風の両方についておこなう.

その後, 順圧不安定波の構造を調べる. 2種の風の yに対する振幅, 位相と (5-20)から, この 2
種類の風のプロファイルは擾乱を増幅することがわかる.

µ ´

この節では, ある大気の風の基本場を近似的に表しているような 2種類の風速プロファイルの安定
性について考える. ジェットのプロファイルは以下のように与えられる1).

U = U0 sech 2(y/y0). (5-21)

東西風のシアのプロファイルは以下の式で与えられる2).

U = U0 tanh(y/y0). (5-22)

ジェットのプロファイル (5-21)はビクレージェット (Bickley jet)として知られている. これらの風
は図 5-1, 4-2に示されている. (5-21)のような西から吹くジェット (U0 > 0)はほとんどいつも中
緯度上空に存在している. 東から吹くジェット (U0 < 0)は 1年のうちのある特定の時期に熱帯で見
られる. (5-22)のような東西風のシアは熱帯収束帯で見られる.

β = 0である場合,図 5-1, 4-2の曲率の符号は変化する (つまり,曲率 d2U/dy2は変曲点 d2U/dy2 = 0
を持つ) ので, この両方の風速プロファイルは明らかに不安定の必要条件 (5-14)を満たす3). 一般
的には, 不安定の必要条件は以下のように記述できる.

(
d2U

dy2

)

max

> β. (5-23)

1) sech は双曲線正割関数 (hyperbolic second funcdion) と呼ばれる関数で以下のように定義される.

sech x = 2/(ex + e−x).

2)tanh は双曲線正接関数 (hyperbolic tangent) と呼ばれる関数で以下のように定義される.

tanh x = (ex − e−x)/(ex + e−x).

余談ながら sinh 双曲線正弦関数 (hyperbolic sine) と cosh 双曲線余弦関数 (hyperbolic cosine) の定義も記述しておく.

sinh x = (ex − e−x)/2,

cosh x = (ex + e−x)/2.

3)ちなみにジェットのプロファイル U = U0 sech 2(y/y0) は tanh(y/y0) = ±
p

1/3 を満たす y に変曲点を持ち, 東西
風シアのプロファイル U = U0 tanh2(y/y0) は y = 0 に変曲点を持つ. 詳しくは 5-4-A 参照のこと.
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図 5-1: U = U0 sech 2y/y0. 図 5-2: U = U0 tanh y/y0.

この条件は, プロファイル (5-21), (5-22)の 3階微分をゼロとして (d3U/dy3 = 0), (d2U/dy2)max

に関して解くことで得ることが出来る4). ビクレージェットにおいて, 不安定に必要な条件は

−2 < b < 2/3 (5-24)

である. bは

b = βy0
2/U0 (5-25)

である. 東西風シアーのプロファイルにおける条件は

|b| < 4/(3
√

3) (5-26)

である. bおよび µy0のある値に関する中立解が見つかっている場合を除いては, 固有値問題 (5-5)
は (5-21)と (5-22)に関して解析的には解けない. Kuo(1973) は, (5-5)を数値的に積分することで,
この固有値問題を (5-21), (5-22)に関して解いた. そして, 境界条件 (5-6)を満たす cを求めた.

図 5-3は, 境界が無限遠に移動する (d → ∞)ようなビクレージェット (5-21) に関して Kuo(1973)
が求めた無次元の固有値 cr/U0 と δ = µy0ci/U0

5) を示している. ちなみに b > 0は西風であり,
一方 b < 0は東風である6). 図 5-3aは, 西風のジェット (b > 0)に関しては, 不安定波の位相速度
はジェット風の最大速度の 50パーセント以下の速度を持ち, 東向きであることを示している7). 東

4)詳細は 5-4-B 参照.
5)4-2 節にて擾乱を波動解 eiµ(x−ct) と置き, 4-3 節にて不安定を考えるために c = cr + ici とした. これにより波動解

は eiµ(x−ct) = exp{iµ(x− crt)} exp{−µcit}となる. よって不安定波の位相速度は cr に, 不安定の成長率は µci になる.
これらを無次元化すると, それぞれ cr/U0, µy0ci/U0 となる.

6)β > 0, y0
2 > 0 なので, b と U0 の正負は一致する.

7)図 5-3aの b > 0の線を見ると, cr/U0 < 0.5である. ジェット風の最大速度は (5-21), (5-22)より U0 なので, このこ
とが「位相速度はジェット風の最大速度の 50パーセント以下」であることを示している. また, b > 0より U0 > 0である
ため, cr/U0 > 0 から cr > 0 であることがわかる. このことが「位相速度は東向きである」ことを示している.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



166 数値予報モデルのための気象力学 5-4 2つの不安定プロファイル

図 5-3: U = U0 sech 2(y/y0)の固有値. (a) µy0 と cr/U0 の関数 b. (b) bおよび無次元波数 µy0 の関数で

ある成長率 δ. (From H.L. Kuo, Dynamics of Quasi-geostrophic Flows. Academic Press, 1973). なお,

この図はHaltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology.

John Wiley & Sons, 477pp より転載.
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風のジェットの場合には, 位相速度がジェット風の最大速度の 2.5 倍もの西向き速度を持ものもあ
る. これはロスビー波効果であり [(5-9)参照], b,を固定して波長を大きくしていく (波数で考えれ
ば µ → 0) と, cr は東向きに強まっていく8). 図 5-3bは, 予想通り不安定領域は −2 < b < 2/3内に

制限されていることを示している. 実際に, 東風のジェット風は β の存在によってより不安定にな

る. しかし, β 効果が (bを通して)十分に大きい時, 運動は安定する9). この図は, 西風であれ東風
であれ, 最も不安定な波長は |b|が増加するにつれ減少することを示している10).

図 5-4は, シアの層 (5-22)における無次元固有値によってもとめられたものを図示したものである.
このプロファイルでは, (5-26)からも示唆されるように, 位相速度と成長率は基本場の方向に依存
しない. 図 5-4aは, 不安定波が, b = 0つまりは cr = 0である場合を除いては, 全て西向きに伝搬す
ることを示している. 図を見ると, |cr|の最大値はおよそ最大風速の 90パーセントであることがわ
かる. また, 原点近くを除き, bを固定すると |cr|は波長と共に増加することがわかる. 図 5-4bは,
最も不安定な波は b = 0 (µy0 ' 0.45)にて成長率の最大値を持ち, bが増加するにつれ成長率は減

少し, b = 4/(3
√

3)にて 0となることを示している. 最も不安定な波長は, bが増加するにつれ減少

していく. これはビクレージェットにおいても言えたことである11). 原点近くの不安定領域は明ら
かに β によるものである.

順圧不安定波の構造を調べることは以後役に立つ. その結果は, 1971 年に Williams らが U0 >

0, b = 0, d = 5y0 に関して計算して明らかにした. 図 5-5は, ビクレージェットにおける最も不
安定な波 (µy0 = 0.9)に関する振幅と位相である. この解は ψ = P (y) cos[µ(x − crt) − θ(y)]と記
述される. なお P (y)は振幅の構造, θは位相角度である. この図では, y = 0において振幅が最大
となり, 境界では振幅は滑らかに減衰してゼロになる. 位相に関しては, 波はシアと逆方向に傾く.
(5-20)は, 擾乱が成長するにはこの位相の関係が必要であることを表している. この一般的な位相
は, 全ての順圧的な不安定ジェット風に関して期待どおりの振舞をする.

図 5-6は, U0 > 0, b = 0において最も不安定な波 (µy0 = 0.45)に関する振幅と位相を示している.
この図では, y = ±y0 において振幅が最大になり, y = 0において極小になることが示されている.
位相の傾きはシアと反対である. 繰り返しになるが, これは擾乱が成長するために必要な条件で
ある.

8)図 5-3a を見ると, µ → 0 としていくと cr/U0 は大きくなっていく (U0 < 0 の場合). ちなみに逆に µ → ∞ として
いくと cr/U0 は 1 に近付く.
これは (5-9) において µ →∞ とすると c → U となり, µ → 0 とすると c → −∞ となることと対応する.
9)(5-10) を使って δ に関する式を作ると, δ = µy0 − b/(µy0) である. ここで b が十分に大きい (つまりは β が十分に

大きい) と δ は負の方向に大きくなる. この結果, 不安定は成長せずに減衰し, 運動は安定になる.
10)各 δ を追うと, |b| が増加するにつれ波長は増加する (逆に波数 µ は減少する) ことがわかる.
11)図 5-3b の b > 0 の部分は図 5-4b に似ている.
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図 5-4: U = U0 tanh(y/y0) の固有値. (a) b と µy0 の関数 cr/U0. (b) b および µy0 の関数である成長

率 δ. (From H.L. Kuo, Dynamics of Quasi-geostrophic Flows. Academic Press, 1973) なお, この図は

Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John

Wiley & Sons, 477pp より転載.
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図 5-5: ビクレージェットに関する最も不安定な解の構造. (a) 振幅 P ; (b) 位相 θ [度 (◦)表示] (Haltiner,

G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley &

Sons, 477pp)

図 5-6: シア層のプロファイル (5-22)を用いたこと以外は図 5-5と同じ. (Haltiner, G. J., and Williams,

R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)
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5-4-A 不安定条件 (5-14)が β = 0の場合に満たされることの確認

本文では「β = 0ならばジェット風 (5-21), 東西風 (5-22)は不安定条件 (5-14)を満たす」といった
内容のことが記述されているが, これが本当なのか確認する.

5-4-A-a 東西風シアについて

東西風シアのプロファイルは以下の (5-22)で表される.

U = U0 tanh(y/y0) = U0
ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0
. (5-4-A-1)

これを 1, 2階微分すると,

dU

dy
=

U0

y0

{
1−

(
ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0

)2
}

=
U0

y0

(
2

ey/y0 + e−y/y0

)2 (
= sech 2(y/y0)

)
. (5-4-A-2)

d2U

dy2
= −2U0

y0
2

(
ey/y0 − e−y/y0

2

)(
ey/y0 + e−y/y0

2

)−3

. (5-4-A-3)

となる. U0 > 0と仮定し, 簡単に表にすると,
y − 0 +

dU
dy + + +
d2U
dy2 + 0 −

となる. 表からも分かる通り, d2U/dy2 は 0となる y を持つ. つまり, 東西風シアのプロファイル
は β = 0である場合, 前節の不安定条件 (5-14)を常に満たす. これは U0 < 0の場合も同様である.

5-4-A-b ジェット風について

ジェット風のプロファイルは以下の (5-21)で表される.

U = U0 sinh2(y/y0) = U0

(
2

ey/y0 + e−y/y0

)2

. (5-4-A-4)

これを 1, 2階微分すると,

dU

dy
= −2U0

y0

(
ey/y0 − e−y/y0

2

) (
ey/y0 + e−y/y0

2

)−3

(5-4-A-5)

d2U

dy2
=

U0

y0
2

(
ey/y0 + e−y/y0

2

)−2
{
−2 + 6

(
ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0

)2
}

(5-4-A-6)

となる. U0 > 0と仮定し, 簡単に表にすると,
y −α 0 α

dU
dy + + + − − −
d2U
dy2 + 0 − − − 0 +
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となる. αは tanh(±α) = ±1/
√

3となる値である. 表からも分かる通り, d2U/dy2は 0となる yを

持つ. つまり, ジェット風のプロファイルは β = 0である場合, 前節の不安定条件 (5-14)を常に満
たす. これは U0 < 0の場合も同様である.

5-4-B 東西風シアとジェット風の不安定条件の導出

東西風シア (5-22)とジェット風 (5-21)の一般的な不安定条件 (5-23)とそれぞれの不安定条件 (5-26),
(5-24)を導出する.

5-4-B-a 東西風シアが一般的な不安定条件 (4-23)において不安定になるかどうかの確認

東西風シア (5-22)とジェット風 (5-21)が一般的な不安定条件 (5-23)において不安定になるかどう
かの確認と, それぞれの風速プロファイルでの不安定条件 (5-26), (5-24)を導出する.

d3U

dy3
=

U0

y0
3

(
ey/y0 + e−y/y0

2

)−2
{
−2 + 6

(
ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0

)2
}

(5-4-B-1)

となる. tanh(y/y0) = ±1/
√

3となる時の yを y = ±αとすると, (d3U/dy3)y=±α = 0である. 以
下の双曲線関数の関係式

cosh2 x− sinh2 x = 1

tanh x =
sinhx

cosh x

(5-4-B-2)

より, sinh(±α/y0) = ±
√

1/2, cosh(±α/y0) =
√

3/2となる. これらの値を用い, y = ±αとして

(5-4-A-3)を解くと,

d2U

dy2
=





− 4
3
√

3
U0

y0
2

(y = α)

4
3
√

3
U0

y0
2

(y = −α)

(5-4-B-3)

となる. U0 > 0と仮定して簡単な表を書くと,
y −∞ −α 0 α ∞

d2U
dy2 +0 + 4

3
√

3
U0
y02 + 0 − − 4

3
√

3
U0
y02 − −0

d3U
dy3 + 0 − − − 0 +

となる. 簡単な図を図 5-4-B-1に示す. この図から見て分かるように, d2U/dy2 − β がゼロとなる

点を持つためには β が d2U/dy2 の最大値よりも小さくなければならない12). つまり, この結果が
(5-23)である.

12)β = df/dy であり, f = 2Ω sin ϕ なので β > 0 であることに注意.
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y

d U
dy

2

2

−α
α

図 5-4-B-1: 東西シアの d2U/dy2 (U0 > 0)

5-4-B-b 東西風シアの不安定条件 (5-26)の導出

東西風シアの不安定条件 (5-26)を導出する. 一般的な不安定条件 (5-23)及び (5-4-B-3)から, 東西
風シアの不安定条件は

4
3
√

3
U0

y0
2

> β (U0 > 0) (5-4-B-4)

− 4
3
√

3
U0

y0
2

> β (U0 < 0) (5-4-B-5)

となる. (5-25)より b = βy0
2/U0 を利用し, (5-4-B-4)と (5-4-B-5)をまとめると, 以下の (5-26)が

導出できる.

|b| < 4/(3
√

3). (5-4-B-6)
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5-4-B-c ジェット風が一般的な不安定条件 (4-23)において不安定になるかどうかの確認

ジェット風のプロファイル (5-4-A-4)の 3階微分は (5-4-A-6)より,

d3U

dy3
=

U0

y0
3

[
− 2

(
ey/y0 − e−y/y0

2

)(
ey/y0 + e−y/y0

2

)−3
{
−2 + 6

(
ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0

)2
}

+
(

ey/y0 + e−y/y0

2

)−2
{

12
(

ey/y0 − e−y/y0

ey/y0 + e−y/y0

)(
2

ey/y0 + e−y/y0

)2
}]

=
U0

y0
3

[
− 2 sinh(y/y0) cosh−3(y/y0)

{−2 + 6 tanh2(y/y0)
}

+cosh−2(y/y0)
{
12 tanh(y/y0) cosh−2(y/y0)

} ]

=
U0

y0
3

[
4 tanh(y/y0) cosh−2(y/y0)− 12 tanh3(y/y0) cosh−2(y/y0)

+12 tanh(y/y0) cosh−4(y/y0)
]

=
4U0

y0
3

cosh−2(y/y0)
[
tanh(y/y0)− 3 tanh3(y/y0) + 3 tanh(y/y0) cosh−2(y/y0)

]

=
4U0

y0
3

cosh−2(y/y0)
[
4 tanh(y/y0)− 6 tanh3(y/y0)

]

=
8U0

y0
3

cosh−2(y/y0) tanh(y/y0)
[
2− 3 tanh2(y/y0)

]
(5-4-B-7)

となる. なお, (5-4-B-2) から得られる関係式 cosh−2 x = 1 − tanh2 x を計算の途中で利用した.
(5-4-B-7)より, tanh(±α/y0) = ±

√
2/3を満たす αをおくと, d3U/dy3 = 0となるのは y = 0,±α

の時である. (5-4-B-2)より, sinh(±α/y0) = ±√2, cosh(±α/y0) =
√

3となる. これらの値を用い,
y = 0,±αとして (5-4-A-6)を解くと,

d2U

dy2
=





−2U0

y0
2

(y = 0)

2
3

U0

y0
2

(y = ±α)

(5-4-B-8)

となる. U0 > 0の場合の簡単な表を書くと,
y −∞ −α 0 α ∞

d2U
dy2 +0 2

3
U0
y02 − 2U0

y02
2
3

U0
y02 +0

d3U
dy3 + 0 − 0 + 0 −

となる. 簡単な図を図 5-4-B-2に示す. この図から見て分かるように, d2U/dy2− βがゼロとなる点

を持つためには βが d2U/dy2の最大値よりも小さくなければならない. つまり, この結果が (5-23)
である.

次に U0 < 0の場合の簡単な表を書くと,
y −∞ −α 0 α ∞

d2U
dy2 −0 2

3
U0
y02 − 2U0

y02
2
3

U0
y02 −0

d3U
dy3 − 0 + 0 − 0 +
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y

d U
dy

2

2

−α α

2U0

y 2
0

−

2U0

3y 2
0

2U0

3y 2
0

U0 > 0

図 5-4-B-2: ジェット風の d2U/dy2 (U0 > 0)

y

d U
dy

2

2

−α α

2U0

y 2
0

−

2U0

3y 2
0

2U0

3y 2
0

U0 < 0

図 5-4-B-3: ジェット風の d2U/dy2 (U0 < 0)
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となる. 簡単な図を図 5-4-B-3に示す. この図から見て分かるように, d2U/dy2 − β がゼロとなる

点を持つためには β が d2U/dy2 の最大値よりも小さくなければならない. この結果もまた (5-23)
となる.

5-4-B-d ジェット風の不安定条件 (5-24)の導出

ジェット風の不安定条件 (5-24)を導出する. 一般的な不安定条件 (5-23)及び (5-4-B-8), 図 5-4-B-2,
図 5-4-B-3から, ジェット風の不安定条件は

2
3

U0

y0
2

> β (U0 > 0) (5-4-B-9)

−2U0

y0
2

> β (U0 < 0) (5-4-B-10)

となる. (5-25)より b = βy0
2/U0を利用し, (5-4-B-9)と (5-4-B-10)をまとめると, 以下の (5-24)が

導出できる.

−2 < b < 2/3. (5-4-B-11)
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5-5 線形シア

概要¶ ³
線形のシアを持つ流れの不安定性について議論する.

線形シアを持つ流れには 4-2節で考えたようなノーマルモードの解を持たないため, 問題を初
期値問題として扱う. β = 0, U = U0 + Syと仮定して, 4-2節の (5-4)を ψに関して解く. 得
られた結果から擾乱は弱まっていくことがわかる.

µ ´

線形の水平面シアを持つ流れでは不安定は起こり得るのかという問は当然のものである. この線形
シアを考える場合には β = 0であり, 境界条件 (5-6)を満たしたような, (5-5)のノーマルモードの
解1)は無い. そのため, 解を得るための手法は前の手法とは当然異なってくる.

もう一つの手法とは, 問題を初期値問題として扱う方法である. 議論を簡単にするため, (5-4)にお
いて地球の回転の効果 (βの項)を無視し, U = U0 + Syと仮定する. すると, (5-4)は以下のような
簡単な式となる2).

∂∇2ψ

∂t
+ U

∂∇2ψ

∂x
= 0. (5-27)

この式の解は以下のような形の解となる.

∇2ψ = F (x− Ut).

F は任意の関数であり, F (x)は t = 0における渦度の擾乱である.

次に, 初期状態の速度場の擾乱は以下のような簡単な形で表せると考える.

v = −v0 sin µx.

すると,

∇2ψ = ζ = −µv0 cosµx, (t = 0)

となり3), tにおいては

∇2ψ = −µv0 cos µ(x− Ut) (5-28)

となる. 流線関数を知るため, 流線関数も渦度と同じ関数形をしていると仮定する. すなわち, 流線
関数を以下のように仮定する.

ψ = A cosµ(x− Ut).

すると,

∇2ψ = −Aµ2 cosµ(x− Ut)−AS2t2µ2 cos µ(x− Ut)
1)ψ = Ψ(y) eiµ(x−ct) のこと. 4-2 節参照.
2)U = U0 + Sy より, ∂ζ/∂y = −d2U/dy2 = 0 となる.
3)ζ = ∂v/∂x− ∂u/∂y なので, u を考えていないこの場合は ζ = ∂v/∂x である.
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となる4).

この式の右辺と (5-28)から Aの値を決定することが出来る. 結果, ψは以下のようになる.

ψ =
v0 cos µ(x− Ut)

µ(1 + S2t2)
. (5-29)

全速度成分は以下のようになる.

u = U − ∂ψ

∂y
= U − v0µSt sin µ(x− Ut)

µ(1 + S2t2)
,

v =
∂ψ

∂x
= −v0 sinµ(x− Ut)

1 + S2t2
.

上式から明らかなように, ψ と v は tの 2乗に反比例し, uは t/(1 + t2)に変化する. 擾乱は速度
U = U0 + Sy とともに移動するので, 波は (時間とともに弱まっていくのと同様に)シアの方向に
傾いていく. いったん波が風のシアの方向に傾きはじめると擾乱が弱まっていくことはエネルギー
の式 (5-20)によって示されており, ここではそれと同じことが起こっているのは 4-3節の式 (5-18),
(5-20), この節の (5-29)からわかる5). この解はノーマルモードの連続スペクトル c(y′) = U(y′)の
項で書くことが出来る. これは y = y′ において唯一渦度を持ち, その他では渦度はゼロである. そ
の解はこれらの関数と初期状態の渦度の積分で表される.

不安定な風の基本場のノーマルモードの解はしばしば完全系の解を形成できない. そのため, ノー
マルモードの解は全ての妥当な初期状態に対する一般解を構成するのに利用することが出来なかっ

た. なお, ロスビー波の解 (5-8)はこれに利用することが出来た. Case(1960)は, 初期値の手法を用
いて, (5-5)と (5-6)から得られた離散ノーマルモードと, 上記にて記述されたものと似た, 一般解
に必要とされる連続モードを発見した. この連続モードはある点での平均風速と同じ位相速度を持
ち, 滑らかな初期条件が使用された場合には上記で得たものと同じように減衰していく. このよう
に, 一定時間の経過後には連続スペクトルモードは, 弱められない離散モードを除き消滅していく
と予想される.

4)U = U0 + Sy と仮定していることに注意.
5)4-3 節の (5-18)

ψ(x, y, t) = Ψ(y, t) cos [µx− θ(y, t)]

とこの節の (5-29) を比較すると,

Ψ(y, t) = v0/µ(1 + S2t2), θ(y, t) = µt(U0 + Sy)

である. このことから, (∂θ/∂y)(dU/dy) > 0 であるといえる.
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5-6 大気の順圧効果

概要¶ ³
この節では, この章でここまでおこなった順圧不安定に関しての説明と, 実際での話をまとめ
ている.

µ ´

この章での解析では, 絶対渦度の勾配の符号が変化する場合には順圧不安定が起こることが示され
た1). βの存在は中緯度での西風のジェット風を安定にするが, 東風のジェットは βの存在によって

特定の条件下では不安定になる. 不安定な波が存在しないならば, 連続スペクトル効果によって擾
乱は弱まる. 擾乱は風の基本場と同じ方向に傾く場合には弱まり, 風の基本場と反対方向に傾く場
合は増幅されることはエネルギーの式によって示された2). 中緯度ジェットの南部では, ほとんどの
擾乱は南西-北東に傾く. そのため擾乱は順圧的にそのエネルギーを減らし, 風速の基本場にそのエ
ネルギーを渡す. これはモーメントのフラックス u′v′ の観測からも示されている. このことから,
中緯度での擾乱は順圧的に弱まり, そして擾乱のエネルギーは失われて基本場の流れになることに
よって, 摩擦に逆らって基本場の流れを維持していることがわかる. しかし, ジェットが非常に鋭く
なると, 順圧不安定は短期間に必ず起こる. 熱帯では順圧不安定はより一般である. それは, 東風の
ジェットがより不安定であることや, 加熱 (風の基本場を生み出すもの)が小さい水平スケールを持
つ傾向にあることなどから言えることである.

1)これは 4-3節の (5-14)で示されたことである. 絶対渦度は η = ζ + f である. ζ = −dU/dy(5-2節参照), df/dy = β
より, 絶対渦度の勾配は dη/dy = −d2U/dy2 + β である.

2)(5-20) により示されたことである.
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5-7 傾圧不安定

概要¶ ³
前節までは順圧大気での不安定について扱ったが, この節では傾圧大気での不安定について
扱う.

順圧不安定では, β 効果を考慮した渦度方程式から話が始まったが, この節では, 3-4節で得ら
れたポテンシャル渦度方程式から話を始める. この節で取り扱うことからも分かるように, ポ
テンシャル渦度方程式は傾圧大気を記述する.

この節ではこのポテンシャル渦度方程式の 1)線形化, と 2)ノーマルモードの解の導入, をお
こなう.

一般的な不安定条件に関しては取り扱わない. 線形シアにおける不安定に関しては次の節で取
り扱う.

µ ´

回転大気における鉛直方向の風速シアから生じる傾圧不安定はCharney(1947)が,その後Eady(1949)
によって始めて研究された. 準地衡流方程式はこの不安定を議論するのに使われている. ポテン
シャル渦度方程式 (4-64) 1) は以下のように記述される.

(
∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇

)
q = 0. (5-30)

なお, ポテンシャル渦度 (potential vorticity) qは

q = ∇2ψ∗ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ∗

∂Z

)
+ βy (5-31)

である. また, ψ∗ = f0
−1φ′ は地衡流流線関数 [(4-61) 2)参照] であり, Γは静的安定度 (4-47) 3) で

ある. 境界条件で必要とされる熱力学第 1法則 (4-54) 4) は以下のように記述する5).
(

∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇

)
∂ψ∗

∂Z
+ f0

−1ΓŻ = 0. (5-32)

Z 座標系は線形不安定の研究に便利である. なぜなら, Z 座標系は高度座標系と密接な関係にあ

1) �
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

��
ζ + β0y + eZ ∂

∂Z

�
f0e−Z

Γ

∂φ′

∂Z

��
= 0. (4-64)

2)

ψ = f0
−1φ′. (4-61)

3)

Γ(Z) =
∂

∂Z

 
∂φ

∂Z
+ κφ

!
=

 
∂T

∂Z
+ κT

!
=

H2g

T

 
g

cp
+

1

H

∂T

∂Z

!
. (4-47)

4)

∂

∂t

∂φ′

∂Z
+ V Ψ · ∇

∂φ′

∂Z
+ Γ(Z)Ż = 0. (4-54)

5)具体的にこの熱力学第 1 法則を境界条件として扱うのは, 次節でおこなう.
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り6), それ故に温度減率 −∂T/∂zが一定の場合には Γが定数になるからである. 圧力座標系におい
て静的安定度が一定であることは, かなり非現実的である.

ポテンシャル渦度方程式は, 流線関数を以下のようにすることで線形化する.

ψ∗(x, y, Z, t) = ψ(y, Z) + ψ(x, y, Z, t). (5-33)

|ψ|/|ψ|は小さいと仮定する. 風の基本場は U = −∂ψ/∂yで与えられる. (5-33)を用いると, (5-30)
は以下のような簡単な形になる7).

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q′ +

∂ψ

∂x

∂q

∂y
= 0. (5-34)

なお,

q′ = ∇2ψ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ

∂Z

)
(5-35)

∂q

∂y
= β − ∂2U

∂y2
− eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂U

∂Z

)
(5-36)

である. (5-36)は順圧の効果 (第 2項)と傾圧の効果 (第 3項)の両方を含む. 線形化した熱力学第
1法則は,

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
∂ψ

∂Z
− ∂ψ

∂x

∂U

∂Z
+ f0

−1ΓŻ = 0 (5-37)

である. Ż は鉛直方向運動の擾乱である. この式は鉛直の境界条件を必要とする.

ここで ψ = Ψ(y, Z)eiµ(x−ct) を (5-34)に導入すると, 以下の式が得られる.

(U − c)
[
∂2Ψ
∂y2

+ eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂Ψ
∂Z

)
− µ2Ψ

]
+

∂q

∂y
Ψ = 0. (5-38)

熱力学第 1法則からは以下の式が得られる.

(U − c)
∂Ψ
∂Z

− ∂U

∂Z
Ψ + f0

−1ΓW = 0. (5-39)

なお, Ż = W (y, z)eiµ(x−ct) である.

5-7-A ポテンシャル渦度方程式の線形化

ポテンシャル渦度の線形化をおこなう. 具体的には, ポテンシャル渦度方程式
(

∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇

)
q = 0 (5-7-A-1)

q = ∇2ψ∗ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ∗

∂Z

)
+ βy

6)Z 座標と p(圧力) 座標が密接な関係にあることは (4-33)

∂

∂p
= −1

p

∂

∂Z

からわかる. 圧力座標系と高度座標系とが密接な関係にあることは既に 1-9 節で述べられていることである.
7)ポテンシャル渦度の線形化に関しては 5-7-A 参照.
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を

ψ∗(x, y, Z, t) = ψ(y, Z) + ψ(x, y, Z, t), (5-7-A-2)

|ψ|/|ψ| ¿ 1, U = −∂ψ/∂y

によって線形化し,
(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q′ +

∂ψ

∂x

∂q

∂y
= 0 (5-7-A-3)

q′(x, y, Z, t) = ∇2ψ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ

∂Z

)

∂q(y, Z)
∂y

= β − ∂2U

∂y2
− eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂U

∂Z

)

を導く.

(5-7-A-1)の微分演算子は, (5-7-A-2)より,

∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇ =

∂

∂t
+

(
−∂ψ∗

∂y
i +

∂ψ∗

∂x
j

)
· ∇

=
∂

∂t
+

(
−∂ψ∗

∂y

∂

∂x
+

∂ψ∗

∂x

∂

∂y

)
· ∇

=
∂

∂t
+

(
−∂ψ

∂y

∂

∂x
− ∂ψ

∂y

∂

∂x
+

∂ψ

∂x

∂

∂y

)

=
(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
+

(
−∂ψ

∂y

∂

∂x
+

∂ψ

∂x

∂

∂y

)
(5-7-A-4)

となる. 後ろの 2項は擾乱を含むことがわかる. また, (5-7-A-1)の qは, (5-7-A-2)より,

q = ∇2
(
ψ + ψ

)
+ eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂

∂Z

(
ψ + ψ

))
+ βy

= ∇2ψ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ

∂Z

)

+∇2ψ + eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ

∂Z

)
+ βy

= q′(x, y, Z, t) +
{

∂2ψ

∂y2
+ eZ ∂

∂Z

(
f0

2e−Z

Γ
∂ψ

∂Z

)
+ βy

}
(5-7-A-5)

となる. 1つ目の項は擾乱であり, 残りの項は基本場の項である. (5-7-A-4)と (5-7-A-5)より, 基本
場は xに依存しないことに注意すると, (5-7-A-3)が得られる.

余談だが, 線形化された熱力学第 1法則 (5-37)も同様な方法から得られる.
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5-8 線形シアにおける傾圧不安定

概要¶ ³
前節では, 傾圧不安定の一般的な条件の導出の途中までおこなった. (一般的な条件の導出は複
雑で非常に難しい). この節では, 線形シアを持ち, 非常に簡単な状態を仮定した大気を扱う.
そのような条件下で前節を引き継ぎ, 実際に不安定条件を導く.

まず, 線形シアを持つ, 簡単な大気を仮定する. すると前節で求めたいくつかの式が非常に簡
単になり, 解析的に不安定条件を求めることが出来るようになる. 求める際には, 今までと同
様に固有値問題を解く. 実際に不安定条件を求めてみると, ちょうど総観規模の状態が不安定
条件と一致することが分かり, 総観規模の擾乱が傾圧不安定によって引き起こされることが分
かる.

後半では, β 効果などもう少し複雑な大気の不安定条件を扱う. ただしこちらは解析的に解く
のが非常に難しいため, 式の導出は途中までで, 最後の部分は実際の数値計算によって作成さ
れた図を紹介するに留まる.

µ ´

連続的な風プロファイルを持つ傾圧大気における, 最も簡単な不安定の解は Eady(1949) によって
求められた. 彼は以下のような簡単な状態を仮定した.

1. β = 0.

2. ブシネスク (e−Z ≈ 一定).

3. 静的安定度一定 (Γ = 一定) (5-40)

4. 解は yに対して独立 (∂/∂y = 0)

5. 上部境界は Z = 1によってふたをされている. (WZ=1 = 0)

風のプロファイルは Z の線形の関数

U = SZ (5-41)

である. S は定数である. (5-40)を用いると, ポテンシャル渦度の基本場の勾配 (5-36)は以下のよ
うになる.

∂q

∂y
= 0. (5-42)

ポテンシャル渦度方程式は以下のように簡単になる.

(U − c)
(

f0
2

Γ
∂2Ψ
∂Z2

− µ2Ψ
)

= 0. (5-43)

この式の解は以下のように書ける.

Ψ = A sinh
(

Z

ε1/2

)
+ B cosh

(
Z

ε1/2

)
(5-44)
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ε = f0
2/µ2Γである. ((4-48) 1)参照). 境界条件W = 0 (Z = 0, 1)は, (5-39)から以下のように記

述できる.

(U − c)
dΨ
dZ

− SΨ = 0, at Z = 0, 1. (5-45)

(5-44)を微分し, (5-45)に代入すると,

−cε−1/2A− SB = 0,

(5-46)

(S − c)ε−1/2
[
A cosh

(
ε−1/2

)
+ B sinh

(
ε−1/2

)]

−S
[
A sinh

(
ε−1/2

)
+ B cosh

(
ε−1/2

)]
= 0

という式が得られる. 係数の行列式が消えるならば, Aと B は同じようにゼロになることは無い.
このことから, 位相速度に関する以下の式が導かれる2).

c2 − Sc + S2
(
ε1/2 coth ε−1/2 − ε

)
= 0. (5-47)

cに関して (5-47)を解いて整列したものが以下である3).

c =
S

2
± S

{
1
4
−

(
ε1/2 coth ε−1/2 − ε

)}1/2

=
S

2
± Sε1/2

{[
ε−1/2

2
− tanh

(
ε−1/2

2

)][
ε−1/2

2
− coth

(
ε−1/2

2

)]}1/2

. (5-48)

平方根内の量が負になるのは以下の場合である.

ε−1/2

2
< 1.20. (5-49)

この場合に cは複素数になり, 解は不安定になる. (4-48)より ε = L2/LR
2 (LR = Γ1/2/f0) なの

で, 不安定の必要条件 (5-49)は以下のように書ける4).

L
2π

= L >
LR

2.40
. (5-50)

この条件下では, 成長率は以下のようになる5).

µci = ± S

LR
ε1/2

{[
ε−1/2

2
− tanh

(
ε−1/2

2

)] [
ε−1/2

2
− coth

(
ε−1/2

2

)]}1/2

. (5-51)

1)

ε ≡ f2L2Γ−1. (4-48)

2)(5-46) から得られる� −cε−1/2 −S

(S − c)ε−1/2 cosh ε−1/2 − S sinh ε−1/2 (S − c)ε−1/2 sinh ε−1/2 − S cosh ε−1/2

��
A
B

�
= 0

の行列式がゼロになるように計算すると (5-47) が得られる. なお, coth x = cosh x/ sinh x である.
3)1 行目は, 単に 2 次方程式 y = ax2 + bx + c の解の公式

x = −−b±√b2 − 4ac

2a

を用いただけである.
4)L は波長である.
5)L = µ としている.
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このように, 成長率は直接的に鉛直の風速シア Sに比例する. また, Lが (5-50)を満たす場合には,
S 6= 0である限り, 全ての波は不安定になる. 成長率が最大になるのは以下の場合である.

L =
LR

1.92
. (5-52)

この解析が示すのは, 傾圧不安定が起こり得るスケールは L ∼ LR, または ε ∼ 1であるということ
である. 総観規模での擾乱は ε ∼ 1であることは観測されているので, 総観規模の擾乱の主要なエ
ネルギー源は傾圧不安定であると考えることは妥当である.

不安定な波の位相速度は

cr =
S

2
(5-53)

である. このモデルでの鉛直の対称性から, この位相速度は妥当なものであると言える. 不安定な
固有解は Z = 1/2に関して対称性を持つ. またこの鉛直構造は, 観測された総観規模の擾乱と定性
的には似ている.

この不安定の形態は上部下部境界条件 (5-45)と密接に関係している. もしこれらの条件を Ψ = 0
(at 上部下部境界)に置き換えたならば, これらの不安定な波は存在し得ない.

この問題は, 以前に順圧不安定で述べたある状態の一つの例である. その状態とは, 離散ノーマル
モードは完全系を形成できないという状態のことを指している. 今回の場合, 各々の µに関してちょ

うどペアの解が存在した. この問題を初期値問題として扱うことによって, 初期擾乱が滑らかに弱
まるような連続スペクトルの解を見付けることができる.

Charney(1947)は Eadyが使ったのと同じ風プロファイルを用いたが, Eadyが除外したいくつか
の効果を含めた. Charneyは β 効果を含み, 無限遠における上部境界を設定し, ブシネスク近似を
おこなわなかった. この場合, ポテンシャル渦度の基本場の勾配 (5-36)は以下のようになる.

∂q

∂y
= β + f0

2S/Γ. (5-54)

Γは一定である. 基本場が西風 (S > 0)の場合, ポテンシャル渦度の勾配は正の定数となる. 一方,
Eadyのモデルではこの勾配はゼロになっていた. 固有値問題 (5-38)はこの場合, 以下のようになる.

(SZ − c)
[(

f0
2

Γ

) (
d2Ψ
dZ2

− dΨ
dZ

)
− µ2Ψ

]
+

(
β + f0

2S/Γ
)
Ψ = 0. (5-55)

この式は (5-43)に比べ, 解くのが非常に難しい. なぜなら, ∂q/∂y はゼロではないからである. こ
の方程式は合流型超幾何関数方程式に変形できる. 変形した方程式において重要な変数は

r =
Γ

(
β + Sf0

2/Γ
)

f0
2S

(
1 + 4Γf0

−2µ2
)1/2

(5-56)

である. 合流型超幾何関数が変形した境界条件に代入された場合, cに関して解くのは非常に難し

い. 図 5-7は, Z = 1でふたがされている状態の安定性を Greenが数値積分によって求めた図であ
る. 横座標は波長 1/µ, 縦座標は風の鉛直シア Sであり, 線は成長率 µciの等値曲線である. 上部の
太い実線6) は r = 1の中立曲線である. 破線は, 成長率の最大値を示している. rが中立曲線であ

る正の整数以外ならば, 不安定は起こり得る. 横座標に近い太線は r = 2, r = 3に対応する.
6)0, 0.1, 0.2 という添字が付いた線およびそれよりも上の部分の線のことである.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 5-8 線形シアにおける傾圧不安定 185

図 5-7: Green(1960) によって計算された, Z = 1 でふたがされた状態での Charey モデルの安定性の図

(From J.S.A Green, “A problem in Baroclinic Stability” Royal Meteorological Society, 1960.) なお,

この図はHaltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology.

John Wiley & Sons, 477pp より転載.

これは非常に珍しい安定問題と言える. なぜなら, 中立曲線が不安定な領域と安定, または中立な
領域を分けていないからである. ただし, 0.1 と印の付いた線よりも外の成長率は, 非常に小さいた
め, 摩擦のある所では波は存在しない. Sが非常に大きい値をとった場合, 図の最も不安定な部分は
Eadyの結果に近くなる.
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5-9 2層モデル

概要¶ ³
前節の最後におこなった Charney(1947)モデルは複雑だったために, その不安定性を解析的
に解くことはしなかった. 今節では, そのモデルよりは簡単化された鉛直構造を持ち, 且つ
Charneyモデルと同じような結果を得ることが出来る 2層モデルと呼ばれるモデルの不安定

性について取り扱う.

2層モデルとは, 1)大気を 4層に分け, 2)中間の層では風を与え, 3)真中の層では鉛直運動を
与える, モデルである. (図 5-8に示してある).

利用する方程式は p鉛直座標系の渦度方程式, および熱力学第 1法則である. (これらの式は
3-4節の最後で導出された). これらの式を線形化した後に 2層モデルに適用する. さらにそれ
らの式に波動解を適用して位相速度を求める. 後はこれまでの節でおこなったのと同じように,
位相速度が虚数を持つかどうかを調べることで不安定性の条件を導く.

ここで得た不安定性の条件から, 不安定性は主に地衡風の鉛直シアと波の波長によって支配さ
れることがわかる.

2層モデルの不安定性の条件と Charneyモデルの不安定性の条件は一見まったく違うように
見えるが, ちゃんと調べてみるとその 2つは良く似ていることがわかってくる. これらのこと
から 2層モデルは総観規模における傾圧不安定波の振る舞いをだいたい表していると言える.
また, 観測からもこのことは裏付けされていることがわかっている.

なお, 今節の途中でエネルギーの式を導いている. この式が 2層モデルにおける有効位置エネ
ルギーと運動エネルギーの変換について理解するのに便利なためである.

µ ´

Charney(1947)モデルの安定性の性質は解析的に解くのが非常に難しいため, 非常に簡単化した鉛
直構造を持つようなモデルを考えた方が有用である. 2層モデルは, 大気を 4層に分け, 1,3層では
風を, 真中の層では鉛直運動を与える. こうすると, 数学的には非常に簡単であり, そしてその結果
は Charneyモデルと一致する. 対流圏に簡単に応用するため, この解析は圧力座標系でおこなう.
渦度方程式 (4-74) 1) と熱力学第 1法則 (4-75) 2) は以下のように記述できる3).

(
∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇

) (∇2ψ∗ + βy
)− f0

∂ω

∂p
= 0, (5-57)

(
∂

∂t
+ k ×∇ψ∗ · ∇

)
∂ψ∗

∂p
+

σ

f0
ω = 0. (5-58)

1) �
∂

∂t
+ V Ψ · ∇

�
(ζ + β0y)− f0

∂ω

∂p
= 0. (4-74)

2)

∂2φ

∂t∂p
+ V Ψ · ∇(∂φ/∂p) + σ(p) ω = 0. (4-75)

3)この変形は 4-7 節の (5-30), (5-32) を求めた方法と同じである. 変形方法の詳細はそちらを参照のこと.
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2層モデルでは, (5-57)と (5-58)の有限差分をとると便利である. すると, それらを組み合わせるこ
とでポテンシャル渦度方程式の有限差分を直接求めることが出来る. 始めの操作によって, 上部下
部境界条件は自動的に含まれることになる.

最初に (5-57)と (5-58)の線形化をおこなう. 線形化のため, 以下のように設定する4).

ψ∗ = −U(p)y + ψ(x, p, t)
ω = ω′(x, p, t)

}
(5-59)

これらの式では, 東西風の基本場として U(p)が存在し, それに加え yに独立な擾乱場が存在するこ

とを示している. (5-59)を (5-57), (5-58)に代入することで以下の式が得られる.
(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
∂2ψ

∂x2
+ β

∂ψ

∂x
− f0

∂ω′

∂p
= 0 (5-60)

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
∂ψ

∂p
+

dU

dp

∂ψ

∂x
− σ

f0
ω′ = 0 (5-61)

これらの方程式は, ψと ω′ が小さくない場合であっても線形である.

2層モデルの鉛直構造が図 5-8に示されている. 境界条件は, 地表面 p = psと対流圏界面 p = pT に

図 5-8: 2層モードの鉛直構造 (Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and

Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

おいて ω′ = 0 であることである. 後者の条件は妥当な近似と言える. なぜなら, 成層圏においては
静的安定度は大きく, このことから鉛直の運動は小さくなるからである.

4)これは, 4-7 節の (5-33)
ψ∗(x, y, Z, t) = ψ(y, Z) + ψ(x, y, Z, t)

の線形化と実質的にはほぼ同じことをしている. 4-7節ではU = −∂ψ/∂yと仮定しており,これを書き換えればψ = −Uy+c
となるだろう. 積分関数を c = 0 とすれば, (5-33) と (5-59) は同じことだと分かる.
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1層, 3層に渦度方程式 (5-60)を用い, 最後の項に集中有限差分を用いると以下の式が得られる.
(

∂

∂t
+ U1

∂

∂x

)
∂2ψ1

∂x2
+ β

∂ψ1

∂x
− f0

ω′2
∆p

= 0, (5-62)
(

∂

∂t
+ U3

∂

∂x

)
∂2ψ3

∂x2
+ β

∂ψ3

∂x
+ f0

ω′2
∆p

= 0. (5-63)

残っている式は, 熱力学第 1法則を 2層に利用することであることが出来る:
[

∂

∂t
+

(
U1 + U3

2

)
∂

∂x

]
(ψ1 − ψ3)

−
(

U1 − U3

2

)(
∂ψ1

∂x
+

∂ψ3

∂x

)
−

(
∆pσ2

f0

)
ω′2 = 0. (5-64)

この式は −∆pを掛けたものである. いくつかの量は, 1層と 3層の値を平均して得た5). (5-62),
(5-63), そして (5-64)は未知の関数 ψ1, ψ3, ω

′
2 に関する方程式である.

これらの式を解く前に, エネルギーの式を導く. エネルギーの式は解の意味を解釈するのに使うこ
とができ, 便利なためである. (5-62)に −ψ1を掛け, (5-63)に −ψ3を掛け, 足し合わせてから xに

関して平均をとると, 以下の式が得られる.

d

dt

[
(∂ψ1/∂x)2 + (∂ψ3/∂x)2

2

]
= − (f0/∆p) ω′2(ψ1 − ψ3). (5-65)

左辺は擾乱の運動エネルギーの時間変化率である6). 位置エネルギーの式は (5-64)に λ(ψ1 − ψ3)
を掛け, xに関して平均をとることで得ることが出来る:

d

dt

[
λ(ψ1 − ψ3)2

4

]
=

λ

4
(U1 − U3)(ψ1 − ψ3)

(
∂ψ1

∂x
+

∂ψ3

∂x

)

+(f0/∆p)ω′2(ψ1 − ψ3). (5-66)

なお,

λ = 2f0
2/(∆p2σ2) (5-67)

である. ψ1 − ψ3 は温度の擾乱の鉛直方向の平均値に比例することに注意して欲しい7). (5-66)の
左辺は擾乱の有効ポテンシャルエネルギーの時間変化率である. 1-11節において, 有効位置エネ
ルギーは, 等圧面上での温度の変化を静的安定度の平均値で割ったものに近似できることは示し
た8). (5-65)の最後の項は, 擾乱の有効位置エネルギーから擾乱の運動エネルギーへの変換の項で
ある. なぜなら, (5-66)の中にそれの逆の符号のものが存在するからである. この項は, 暖かい大気
(ψ1 − ψ3 > 0)が上昇する (ω2 < 0 9)) 場合や冷たい空気 (ψ1 − ψ3 < 0)が下降する (ω2 > 0) 場合
に正になる10). その場合, 大気の重心が下方に下がるので, 位置エネルギーは運動エネルギーに変

5)(U1 + U3)/2 と ∂/∂x{(ψ1 + ψ3)/2} のことである.
6)2 層モデルでは, u′ = 0, v′ = ∂ψ/∂x である.
7)ψ∗ = f0

−1φ より ψ = f0
−1φ′ である. さらに, (4-32) より, RT ′ = −p ∂φ′/∂p である. このことから, ψ1 − ψ3 は

温度の擾乱の鉛直方向の平均値に比例すると言える.
8)λ(ψ1 − ψ3)2 が有効位置エネルギーに関しては 5-9-A を参照.
9)ω = dp/dt であり, p 座標系での鉛直速度である. 圧力 p は地表面では大きく, 上空にゆくにつれ小さくなるので, 大

気の上昇は ω < 0 で表される.
10)このことに関する直感的な概念図を 5-9-B に載せた.
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換される. 地衡風の鉛直シア U1 − U3の存在は, 温度の基本場の yまたは南北方向の勾配を意味す

る11). (5-66)の右辺の第 1項の項は (U1−U3に関係した)基本場の有効位置エネルギーから擾乱の
有効位置エネルギーへの変換を表している. この項は, 北向きに動く ((∂ψ1/∂x + ∂ψ3/∂x)/2 > 0
12)) 大気が暖かい (ψ1 − ψ3 > 0)場合や南向きに動く ((∂ψ1/∂x + ∂ψ3/∂x)/2 < 0) 大気が冷たい
(ψ1 − ψ3 > 0)場合に正になる. もしも yの境界が存在する場合, このプロセスは U1 − U3 となる.

では, 改めて (5-62)～(5-64)を解く. 以下の波動解を方程式の系に用いる.

ψ1 = Ψ1e
iµ(x−ct),

ψ3 = Ψ3e
iµ(x−ct), (5-68)

ω′2 =
(
∆pf0

−1
)
Weiµ(x−ct).

(5-68)を (5-62), (5-63), (5-64)に代入すると, 以下の式が得られる.

µ
[
β − µ2(U1 − c)

]
Ψ1 + iW = 0, (5-69a)

µ
[
β − µ2(U3 − c)

]
Ψ1 − iW = 0, (5-69b)

µ[U3 − c]Ψ1 − µ[U1 − c]Ψ3 + i2W/λ = 0. (5-69c)

振幅 Ψ1, Ψ2,W がゼロでないならば, (5-69)の係数の行列式は消えなければならない. この条件に
より, 以下の cに関する 2次方程式が導かれる.

2µ2
(
µ2 + λ

)
c2 +

[
2β

(
2µ2 + λ

)− 2µ2
(
µ2 + λ

)
(U1 + U3)

]
c

+2β2 − β
(
2µ2 + λ

)
(U1 + U3) + 2µ4U1U3 + µ2λ

(
U1

2 + U3
2
)

= 0.

2次方程式の解の公式を使うことで, 以下の cに関する式が得られる13).

c = (U1 + U3)/2− β
(
2µ2 + λ

)

2µ2 (µ2 + λ)
±

[
λ2β2 − µ4

(
λ2 − µ4

)
(U1 − U3)2

]1/2

2µ2 (µ2 + λ)
. (5-70)

(5-70)の平方根内が負になる時, cは複素数となり, この解は不安定になる. 実際に, µ4 が λ2 より

小さく, (U1 − U3)2が十分に大きい時, 不安定は起こる. 根号が実数ならば, 中立解が得られる. 波
長 (µ−1)と鉛直シア (U1 −U3) の座標系における安定性のダイアグラムでは, ちょうど根号が消え
る曲線が不安定の領域の境界となっている. この「根号が消える」状態は以下のように記述できる.

(U1 − U3)2 =
λ2β2

µ4 (λ2 − µ4)
. (5-71)

この曲線は図 5-9で示されている. (この図では λ, βは固定されている). 以下の漸近線が不安定な
領域の短波側 (µ−1 → 0)の境界となっている.

µ−1 = λ−1/2 = ∆pσ2
1/2/

(
f0

√
2
)

. (5-72)

11)要するに, 温度風のことを言っている.
12)∂ψ/∂x = v である.
13)2 次方程式 y = ax2 + 2bx + c の解の公式は以下である.

x = −−b±√b2 − ac

a
.
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図 5-9: 2層モデルにおける, U1−U3 と µ−1 の関数としての成長率 n = µ|ci|のグラフ. λ = 5.88×10−12

m−2, β = 1.67×1011 m−1 s−1. µ−1, U1−U3, nの単位はそれぞれ, 106 m, m s−1, 10−5 s−1. (Haltiner,

G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley &

Sons, 477pp)

長波側 (µ−1 →∞)では, µ2 ¿ λなので, (5-71)は以下のようになる.

|U1 − U3| = β/µ2. (5-73)

(5-71)の µに関しての微分がゼロになるようにすることで, (5-71)の最小値と, 最小値をとる波長
µ−1 を知ることが出来る. µ−1 = 21/4λ−1/2 の時に (5-71)は以下の最小値をとる.

(U1 − U3)min = 2β/λ = β
∆p2σ2

2f0
2 . (5-74)

2層の準地衡流モデルの安定性の性質もこれらと同じになる. なぜなら, 変数を適切に同一視すれ
ば, 準地衡流モデルもまた非圧縮で等質な 2つの層を持つからである.

短波の切断 (5-72)は静的安定度と関係する14). また, 長波の安定性 (5-73)は β の効果と関係する.
なぜなら (5-73)はロスビー波の式の β の項に似ているからである. ((5-10) 15) 参照). 不安定鉛直
シアの最小値は β と静的安定度の積に比例する. 面白いのは, 地球の回転をゼロとするとこの不安
定性が消えてしまうことである. β = 0という特殊な場合には, 不安定性の必要条件は以下のよう
に書ける.

µ−1 > ∆pσ2
1/2/

(
f0

√
2
)

, U1 6= U3. (5-75a)

14)σ = Γ/p2 である.
15)

c = U − β/µ2. (5-10)
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これは, 以下の Eady(1949)の解での対応する条件 (5-50)と比較することが出来る.

µ−1 > Γ1/2/ (f0 2.4) , S = dU/dZ 6= 0. (5-75b)

これらの条件は明らかに同じような形をしている. β 6= 0である一般的な場合には, 2層モデルに
おける安定性のダイアグラム (図 5-9)は, Charneyの連続モデル (図 5-7)のダイアグラムとは表面
的には全く異なって見える. 後者では, 解が中立である特定の曲線以外は, 全てのダイアグラムは
不安定である. しかしながら, 連続モデルのダイアグラムのほとんどの成長率は非常に小さい. も
しも摩擦があった場合には, これらの波の大半は弱められて消えてしまう. ある成長率で見てみた
時, 事実上の不安定領域は図 5-7における成長率の等値線の一つによって囲まれる. これらは, 2層
モデルのダイアグラムである図 5-9における安定性の境界 (5-71)と同じような形をしている. この
ことから, 2層モデルは総観規模における傾圧不安定波の振る舞いを大雑把には表していると言え
る. 最も不安定な波長はおよそ 4000～5000kmであり, その波長は観測される総観規模の波のもの
と一致する.

5-9-A 有効位置エネルギー

(5-66)における λ(ψ1 − ψ3)2 が 1-11節の有効位置エネルギーの式 (2-98)と対応することを示す.
なお, 以下に (2-98)を再掲する.

A
.=

1
2

∫ ps

0

T

γd − γ

(
T ′

T

)2

dp . (5-9-A-1)
(
γ = −∂T/∂z, γd = g/cp

)

λ(ψ1 − ψ3)2 は (5-67)を用いると以下のように書き直すことができる.

2f0
2(ψ1 − ψ3)2

p2

Γ∆p2
= 2f0

2 p2

∆p2

(ψ1 − ψ3)2

Γ
. (5-9-A-2)

なお, σ = Γ/p2 である. (4-4節参照). (5-9-A-1)における乾燥断熱減率と温度減率の差 γd − γ と

(5-9-A-2)の静的安定度 Γが対応することは, 静的安定度の定義からわかる. ((4-47)参照). また,
(5-9-A-1)における等圧面上での温度変化の二乗の平均 T ′2と (5-9-A-2)の (ψ1 −ψ3)2も対応する.
これらから, λ(ψ1 − ψ3)2 を有効位置エネルギーと呼ぶことが出来ることが示された.

5-9-B 大気の移動による位置エネルギーと運動エネルギーの変換

暖かい空気が上昇し, 冷たい空気が下降と (有効)位置エネルギーは減り, 運動エネルギーは増える
ことを本文で述べた. このことを図 5-9-B-1に図示した.
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cool warm

cool

warm

potential energy is decreased
kinetic energy is increased

図 5-9-B-1: 暖かい空気, 冷たい空気がそれぞれ上下に移動することで, 位置エネルギーは減少し, 運動エ

ネルギーは増加する.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



数値予報モデルのための気象力学 5-10 波の構造 193

5-10 波の構造

概要¶ ³
この節では, 前節で扱った 2層モデルの波の構造を考える. そして, その波の構造がエネルギー
変換に及ぼす効果を議論する. なお, はじめに安定な波を, 次に不安定な波を扱い, 最後にそこ
から派生して, 大気全体でのエネルギー変換について議論する.

まず, 1, 3層の流線関数の擾乱の振幅と, 2層の鉛直運動の擾乱の振幅との関係式を考える (こ
れを考えないとエネルギー変換に関する議論が出来ない).

はじめは, 上記の関係式を用い, 中立的な (安定な)波の構造を考察する. 当然ながらエネル
ギーの変換はおこらないが, このことを前節のエネルギー変換の式 (5-65), (5-66)を用い, 証明
する.

次に, 不安定な波を考える. この 2層モデルにおける不安定波の図を描き, 気圧の谷・尾根, 上
昇下降流, 大気の寒暖といった大気現象と波の構造との関係を説明する. そして, 不安定な波
によるエネルギーの変換を解説する.

最後は, Oort(1964)による大気のエネルギーダイアグラムを用い, 大気全体でのエネルギー変
換について解説し, 2層モデルに関する話のまとめとする.

µ ´

この節では 2層モデルにおける波の構造を求める. これによりエネルギーの式 (5-65), (5-66)にお
ける各項を見積もることが出来る. (5-70)は 2つの解を持っており, それぞれ c+, c−とする. これ
らは (5-70)において+, −の符号を持ったものと対応する. 2-6節において, 浅水方程式系の一般解
は 3つの位相速度と固有解で記述した. 2層モデルでは一般解は以下のように記述できる.

ψ1 = Re
[
a+Ψ1

+eiµ(x−c+t) + a−Ψ1
−eiµ(x−c−t)

]
(5-76a)

ψ3 = Re
[
a+Ψ3

+eiµ(x−c+t) + a−Ψ3
−eiµ(x−c−t)

]
(5-76b)

ω′2 = ∆pf0
−1 Re

[
a+W+eiµ(x−c+t) + a−W−eiµ(x−c−t)

]
(5-76c)

Reは複素数の実数部分を示す. オイラーの式

eix = cos x + i sin x (5-77)

は (5-76)を求めるのに便利である. なぜなら, いかなる複素数も Ψ = |Ψ|eiθ のように書き表すこ

とが出来るからである. 式 (5-76c)は実は必要ない. なぜなら, ω′2 は ω 方程式によって診断的に

ψ1, ψ3 と関係しているからである1). c+や c−に関する振幅同士の関係は (5-69)の方程式系から知
ることが出来る. 特に, (5-69a)と (5-69b)を加えることで以下の式が得られる.

Ψ1
± = −c± − (

U3 − β/µ2
)

c± − (U1 − β/µ2)
Ψ3

±. (5-78)

1)ω 方程式は 3-4 節で求めた以下の式である.

σ∇2ω + f0
2 ∂2ω

∂p2
= f0

∂

∂p
(V Ψ · ∇(ζ + βy))−∇2

�
V Ψ · ∇

∂φ′

∂p

�
. (4-75)

ζ = ∇2ψ∗ = ∇2(Uy + ψ), φ′ = f0ψ∗ = f0(Uy + ψ) なので, ω は ψ によって決めることが出来る.

2003 年 2 月 10 日 (森川 靖大)



194 数値予報モデルのための気象力学 5-10 波の構造

鉛直運動は (5-69b)を以下の形にすることで知ることが出来る.

W± = −iµ3
[
c± − (

U3 − β/µ2
)]

Ψ3
±. (5-79)

もしも ψ1と ψ3の振幅と位相の初期条件が与えられているのであれば, それらの初期条件を (5-76a)
と (5-76b)に使うことによって a+ と a− を知ることが出来る.

図 5-9において不安定領域よりも外にある中立的な波は, cを (複素数ではなく) 実数として持ち,
c+ > c− を満たす2). この場合, (5-78)の右辺の係数は完全に実数であることから, Ψ1

± と Ψ3
± は

同じ位相であるか, または 180◦ 位相がずれていることがわかる. また (5-79)からは, 鉛直運動W

は流線関数Ψ3
±とは位相が 90◦ずれていることがわかる. これらの位相の関係から, どの中立的な

波においても, (5-65), (5-66)の右辺のエネルギー変換の項はゼロになる. もしも解 (5-76a,b,c)を
足し合わせたものを使ったならば, 変換はゼロについて周期的に変化する.

波長の短い中立的な波の場合, (5-70)における β/µ2のオーダーの項は落すことができる3). このよ
うにした結果 (5-70)は以下のようになる.

c± = (U1 + U3) /2± 1
2

[
µ2 − λ

µ2 + λ
(U1 − U3)

2

]1/2

. (5-80)

この場合, (5-78)から以下のことが分かる4).

Ψ1
+/Ψ3

+ > 1, Ψ1
−/Ψ3

− < 1.

このように, 位相速度が基本場の風速に最も近いような高度において, 大きな振幅が発生する5).
W = |W |e−iθ (θは t = 0における位相)と記述し, Ψ3 > 0を選ぶと, (5-79)と (5-80)から θ = 90◦

となる. これは, 気圧の谷の前面では上昇流 (ω < 0)が, 気圧の谷の背面では下降流 (ω > 0)が発
生することを意味している. この波の構造は, 4-8節で扱った Eadyモデルの中立的な波として知ら
れている. ここで考えたような一般的な鉛直構造は, 等価順圧モデルのものと似ている.

鉛直シアが無い場合, (5-70)における U1 − U3 はゼロとなる. すると, (5-70)は以下のようになる.

c+ = (U1 + U3)/2− β/
(
µ2 + λ

)
,

c− = (U1 + U3)/2− β/µ2.
(5-81)

c−は純粋はロスビー波 ((5-10) 6) 参照)である. なぜなら, (5-79)と (5-69c)よりW− = 0, Ψ1
− =

Ψ3
− であるからである. c+ は慣性重力波である. なぜなら, (5-78)と (5-79)より Ψ1

+ = −Ψ3
+,

2)c が実数であれば当然 c+ > c− となる.
3)波長が短くなることは波数 µ が大きくなることと等しいため, 波長の短い波を考える場合には β/µ2 は微小だとして

無視する.
4)詳細は 5-10-A 参照.
5)(5-80) において, λ/µ2 ∼ 0 と近似すると,

c+ ' U1

c− ' U3

であることがわかる.
6)

c = U − β/µ2. (5-10)
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W+ 6= 0であるからである. (U1 − U3)2が非常に小さい時, 長波がこのような振る舞いをするのは
予想されていたことである.

図 5-9における不安定領域での位相速度は以下のように記述できる.

c± = cr ± i n/µ.

なお,

cr = (U1 + U3)/2− β
(
2µ2 + λ

) / [
2µ2

(
µ2 + λ

)]
,

(5-82)

n =
[
µ4

(
λ2 − µ4

)
(U1 − U3)2 − λ2β2

]1/2
/[

2µ
(
µ2 + λ

)]

である. すると, 解は以下のように書くことが出来る.

ψ1,3 = Re
[
a+Ψ+

1,3e
iµ(x−crt)ent + a−Ψ−1,3e

iµ(x−crt)ent
]
. (5-83)

a+ = 0という特別な場合を除き, 成長する解 (entを含む項) は減衰する解 (e−ntを含む項)を急速
に支配していく7). このことから, 成長する解の構造を詳細に調べることが望ましい.

cが複素数の場合, (5-78)と (5-79)の右辺の係数も複素数となる. そのため, 不安定な波の位相構造
は, 以前に議論した中立的な波の構造とは異なってくる. (5-78)と (5-79)は (5-82)を用いることで
以下のように書き直される8).

Ψ1
± = −

{
cr −

[
(U1 + U3)/2− β/µ2

]}2 − (U1 − U3)2/4 + n2/µ2 ∓ i n(U1 − U3)/µ

[cr − (U1 − β/µ2)]2 + n2/µ2
Ψ3

±,

(5-84)

W± = µ3
{±n/µ− i

[
cr −

(
U3 − β/µ2

)]}
Ψ3

±. (5-85)

ここでは波の位相構造が, 成長する解と弱まる解との間で逆転していることに注意して欲しい9). こ
れらの方程式は増幅または減衰する波の構造を計算するのに用いることが出来る. 2層における温
度の擾乱は, 以下のように静水圧の式の積分から計算することが出来る10).

T2
′ = f0(ψ1 − ψ3)/ [R ln (p3/p1)] . (5-86)

例として,増幅する解の構造を以下の典型的な値で計算してみる. f0 = 10−4 sec−1, β = 1.67×10−11

m−1 sec−1, L = 2π/µ = 4000 km, λ = 5.88 × 10−12 m−2, ps = 1000 mb, ∆p = 400 mb,
U1 − U3 = 20 m sec−1, a− = 0, a+Ψ3

+ = 10 m sec−1/µ. 最後の関係式により, 3層の成長する解
7)n > 0 であることに注意.
8)(5-84) は, (5-78) に (5-82) を代入した後, 分母と分子の両方に cr ± i n/µ を掛けて得ることが出来る.
9)(5-84) において成長減衰に関わる i n/µ の項の符号が ± ではなく ∓ になっていることがここで言っていることであ

る.
10)まず, 静水圧の式と状態方程式を組み合わせた式

RT ′ = −p ∂φ′/∂p. (4-32)

を考える. これを, 地衡流流線関数の関係式 φ′ = f0ψ∗ = f0(Uy + ψ) により得られる式 ∂φ′/∂p = ∂ψ/∂p を用いて変形
すると以下の式が得られる.

RT ′ = f0 p ∂ψ/∂p.

この式を 1 層から 3 層まで積分することで (5-86) が得られる. なお, T2
′ は T ′ の 1 層～3 層間の平均値として扱う.
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の振幅と位相が決まる. (5-83)に (5-84)と (5-77)を用いることで, 以下の ψ1 と ψ3 に関する解を

得ることが出来る.

ψ1 =
(
14.2 m sec−1

)
µ−1 cos [µ(x− crt) + 64◦] ent,

ψ3 =
(
10 m sec−1

)
µ−1 cos [µ(x− crt)] ent.

(5-87)

一方, 鉛直運動は (5-76c)に (5-77), (5-85)を利用することで得ることが出来る.

ω′2 = −1.36× 10−3 mb sec−1 cos [µ(x− crt) + 116◦] ent. (5-88)

これらを (5-86)に代入することで, 以下の温度が得られる.

T ′2 = (4.35C) cos [µ(x− crt) + 108◦] ent. (5-89)

ちなみに, 流線関数の振幅は v成分の振幅を波数で割ったもので得られる.

(5-87), (5-88), (5-89)から得られる場の断面図を図 5-10に示す. 上と下の曲線はそれぞれ ψ1と ψ3

図 5-10: (5-87), (5-88), (5-89)から得られる不安定波の断面図. (Haltiner, G. J., and Williams, R. T.,

1979: Numerical Prediction and Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp)

を表している. また, 気圧の谷 (T )と気圧の尾根 (R) によって示されているように, 擾乱は高度と
共に西に傾く. (5-87)から, 上の層の擾乱の振幅の方が大きいことが分かる. この原因は β の存在

にある. 温度の擾乱の最大と最小はそれぞれWと Cで示されている11). 矢印は中央の層における
鉛直運動の両極端を表している12). 斜線部は水平収束の部分を, そうでない部分は水平発散の部分
を表す. これらの部分では質量の連続性があると考えている.

実際に観測される総観規模の擾乱も, 2層モデルにおける不安定波と共通する特徴を多く持つ. 観
測される擾乱も高さと共に西に傾き, 上層の気圧の谷の前面で上昇運動をおこなう. また観測では,
11)(5-89) から µ(x− crt) = 72◦ + 180◦ × n において最小値を, µ(x− crt) = −108◦ + 180◦ × n において最大値を取
ることが分かる.
12)(5-88) から µ(x− crt) = 64◦ + 180◦ × n において最大値を, µ(x− crt) = −116◦ + 180◦ × n において最小値を取
ることが分かる. ((5-88) の右辺にはマイナスがついていることに注意). なお, ω < 0 の時は上昇流, ω > 0 の時は下降流
であることに注意.
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地表面の低い位置の東で最大の降雨が起こる傾向にある. 図 5-10においては, 鉛直運動の最大は地
表の気圧の谷の位置のちょうど東である. これは観測した降雨の振る舞いと一致する.

(5-65)と (5-66)におけるエネルギー変換は, 図 5-10または (5-87), (5-88), (5-89)から簡単に見積
もることが出来る. 図において, 暖かい空気は上昇し, 冷たい空気は下降していることは明らかで
ある. このことから擾乱の有効位置エネルギーは擾乱の運動エネルギーに変換されている. 暖かい
空気は主に気圧の尾根と気圧の谷の間にあるため, 北向きに動く13). 逆に, 冷たい空気は南向きに
動く. このことは東西風の基本場の有効位置エネルギーを擾乱の有効位置エネルギーに変換する.
運動エネルギーも温度の変動も成長している不安定波では, これらの正の変換が必要となる.

Oort(1964) は大気のエネルギーダイアグラムのデータをまとめた. それは図 5-11に示されている.
このダイアグラムでは, K は東西平均風の運動エネルギーであり, P は東西平均温度場の有効位置

エネルギーである. 一方, K ′は東西平均場からの風速のずれの運動エネルギーであり, P ′は東西平

均場からの温度のずれの有効位置エネルギーである. このデータは北半球の年平均のものである.
エネルギー変換 {P · P ′}と {P ′ ·K ′}の簡単な形はそれぞれ, (5-66)と (5-65)の右辺の最初の項か
ら得られる. 一方, {K ′ ·K}は (5-17) 14) の右辺と似たようなものである. 変換 {P ·K}は−ωT を

含む. これは南北循環の平均場から決めることができる. 図 5-11において, P に流れ込む東西平均

加熱Qは, まずは P ′に変換され, その後K ′に変換される. 傾圧不安定波がこれらのエネルギー変
換を引き起こすことはここまでで示された. スペクトルの研究により. 変換はまず第一に総観規模
の波によって引き起こされることが示されたが, 同時に惑星規模の波もまた寄与することが分かっ
た. 順圧におけるK ′からK への変換は 4-6節で議論されたようになると予想される. この図では
{P ·K}は非常に小さい. このことは, 総観規模における傾圧不安定波が大循環のバランスの維持
を助けていることを強く示唆している. これらの波によって生み出された運動エネルギーは, 大気
の摩擦により失われた運動エネルギーのバランスをとることを助けている. 北向きの熱フラックス
によって, 過剰に加熱されている低緯度から過剰に冷えている高緯度へ熱が輸送され, 熱バランス
は維持されている. 総観規模の擾乱もまた, 順圧的な減衰を通して, 東西風の基本場の運動エネル
ギーを維持するのを助けている.

気圧の尾根と気圧の谷はそれぞれ, 水平発散している領域と水平収束している領域にある. 式 (5-57)
は, (気圧の尾根の線上にある)渦度の最大値が, 水平収束の場合 (∂ω/∂p > 0) にのみ増加するこ
とを示している. (移流がゼロだからである). 同じ論法が, 渦度が最小である気圧の谷にも適用で
きる. 渦度の最大値と最小値の差が増大しない限り, 明らかに波は成長し得ない. Eady(1949)や
Charney(1947)のような連続モデルでは, 不安定解を持つ全ての高度において, 気圧の尾根の線沿
いに収束が発生する.

Gall(1976)や Simmons and Hoskins(1977)が, 北半球の平均の状態を表すような, 東西風プロファ
イルの安定性の性質を数値的に求めた. この章で考えた単純なプロファイルにおける最も不安定
な波の波長はおよそ 4000kmだったが, 彼らが求めた最も不安定な波の波長は 2000km 近くであっ
た. これらの短い不安定波は対流圏の下層でのみ大きな振幅を持つ. Staley and Gall(1977) は, そ

13)v = ∂ψ/∂x であることに注意すること. この関係式と図 5-10 から, 暖かい空気は北向きに, 冷たい空気は南向きに動
くことが分かる.
14)

d

dt

Z d

−d

u′2 + v′2

2
dy = −

Z d

−d
u′v′

dU

dy
dy. (5-17)
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図 5-11: Oortのデータによる大気のエネルギー循環. 四角の中の数値は, 観測された北半球のエネルギー

の年平均値であり, 単位は 105 joules m−2 である. また, エネルギー変換の矢印の単位は watts m−2 であ

る. (From Oort, A.H., “On Estimates of the Atmospheric Energy Cycle.” American Meteorological

Society, 1964.) なお, この図は Haltiner, G. J., and Williams, R. T., 1979: Numerical Prediction and

Dynamic Meteorology. John Wiley & Sons, 477pp から転載.

れらの不安定波が, 対流圏の下層の静的安定度と風速シアに非常に敏感であることを示した. Gall,
Blakeslee, et al(1979)は摩擦と有限振幅の効果から, 長波が支配的になることを示した. しかしな
がら, 短波はいまだ, 地表での小規模な擾乱の成長に重要な役割を果たしている.

5-10-A 振幅同士の大小比較

(5-80)を (5-78)に用いて振幅 Ψ1
± と Ψ3

± の比較をおこなう.
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まず, Ψ1
+ と Ψ3

− の比較をおこなう. (5-78)に (5-80)を代入すると,

Ψ1
+

Ψ3
+ = −

1
2

(U1 + U3) +
1
2

[
µ2 − λ

µ2 + λ
(U1 − U3)

2

]1/2

− U3

1
2

(U1 + U3) +
1
2

[
µ2 − λ

µ2 + λ
(U1 − U3)

2

]1/2

− U1

となる. なお, 波長が短い波を考えているので β/µ2は微小であるとして無視した. この式を整理し
ていくと,

Ψ1
+

Ψ3
+ = −

(U1 − U3) +

√
µ2 − λ

µ2 + λ
(U1 − U3)

− (U1 − U3) +

√
µ2 − λ

µ2 + λ
(U1 − U3)

= −
(U1 − U3)

{√
µ2 − λ +

√
µ2 + λ√

µ2 + λ

}

(U1 − U3)

{√
µ2 − λ−

√
µ2 + λ√

µ2 + λ

}

= −

√
1− λ

µ2
+

√
1 +

λ

µ2
√

1− λ

µ2
−

√
1 +

λ

µ2

となる. 前述したが, 波長が短い波を考えているので λ/µ2 → 0とする. すると, Ψ1
+/Ψ3

+ → −∞
となることがわかる. このことから, Ψ1

+ は Ψ3
+ に比べて非常に大きいことがわかった. Ψ1

− と

Ψ3
− に関しても同様に計算することでその大小関係を得ることが出来る.
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数学公式

A-1 ベクトル演算子

A · (B ×C) = (A×B) ·C = (C ×A) ·B (A-0)

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (A-1)

∇×∇a = 0, ∇ · ∇ ×A = 0 (A-2)

∇ · (aA) = a∇ ·A + A · ∇a (A-3)

∇× (aA) = a∇×A−A×∇a (A-4)

∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A

+A× (∇×B) + B × (∇×A) (A-5)

∇ · (A×B) = B · ∇ ×A−A · ∇ ×B (A-6)

∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) + (B · ∇)A− (A · ∇)B (A-7)

(V · ∇)V = ∇(V 2/2) + (∇× V )× V (3次元) (A-8)

(V H · ∇)V H = ∇(V H
2/2) + ζk × V H (A-9)

(ζ = k · ∇ × V H) (2次元)

∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)−∇2A (A-10)

V = V χ + V ψ (A-11)


V χ :速度の発散成分 V ψ :速度の渦度成分
χ :速度ポテンシャル ψ :流線関数

∇× V χ = 0, ∇ · V ψ = 0
V χ = ∇χ, V ψ = −∇× ψ

∇2χ = ∇·V χ = ∇·V , ∇2ψ = ∇× V ψ = ∇× V
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A-2 積分公式

定義

dv : 体積要素

V : 体積

dσ : 表面要素

Σ : V を囲む曲面

S : 平面の表面

C : S を囲む曲線

ds : C に沿った距離の要素

n : Σや C から垂直外向き

への単位ベクトル

t : C や S の単位接線ベクトル

ガウスの発散定理

3 次元 ∫

V

∇ ·A dv =
∫

Σ

A · n dσ (A-12)

2 次元 ∫

S

∇ ·A dσ =
∮

C

A · n ds (A-13)

ストークスの定理
∫

V

∇×A dv =
∫

Σ

n×A dσ (A-14)
∫

S

n · ∇ ×A dσ =
∮

C

A · t ds (A-15)
∫

V

∇a dv =
∫

Σ

an dσ (A-16)
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A-3 一般的直交座標系での関係式

以下の式では, s1, s2, s3をスカラーの曲線距離, a1,a2, a3を座標系におけるそれぞれの方向の単位

ベクトル, x1, x2, x3 と規格化因子 (スケール因子)hj が dsj = hjdxj という関係を持つとする.

grad A = ∇A =
a1

h1

∂A

∂x1
+

a2

h2

∂A

∂x2
+

a3

h3

∂A

∂x3
(A-17)

div F = ∇ · F
=

1
h1h2h3

[
∂

∂x1
(h2h3F1) +

∂

∂x2
(h1h3F2) +

∂

∂x3
(h1h2F3)

]
(A-18)

∇2A =
1

h1h2h3

[
∂

∂x1

(
h2h3

h1

∂A

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
h1h3

h2

∂A

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
h1h2

h3

∂A

∂x3

)]

(A-19)

curl F =
a1

h2h3

[
∂

∂x2
(h3F3)− ∂

∂x3
(h2F2)

]
+

a2

h3h1

[
∂

∂x3
(h1F1)− ∂

∂x1
(h3F3)

]

+
a3

h1h2

[
∂

∂x1
(h2F2)− ∂

∂x2
(h1F1)

]
(A-20)

dA

dt
=

∂A

∂t
+

dx1

dt

∂A

∂x1
+

dx2

dt

∂A

∂x2
+

dx3

dt

∂A

∂x3
(A-21)

=
∂A

∂t
+

v1

h1

∂A

∂x1
+

v2

h2

∂A

∂x2
+

v3

h3

∂A

∂x3
=

∂A

∂t
+ (V · ∇)A;

v1 = ds1/dt = h1 dx2/dt,など, V = v1a1 + v2a2 + v3a3

dF

dt
=

dF1

dt
a1 +

dF2

dt
a2 +

dF3

dt
a3 + F1

da1

dt
+ F2

da2

dt
+ F3

da3

dt
(A-22)

=
3∑

j=1

[(
∂Fj

∂t
+ V · ∇Fj

)
aj + Fj

3∑

i=1

(
vi

hi

∂aj

∂xi

)]

(例えば F = V である場合)

dV

dt
=

3∑

j=1




(
∂vj

∂t
+ V · ∇vj

)
+

3∑

i=1, i=j

(
vj

hj

vi

hi

∂hj

∂xi
− vi

hi

vi

hj

∂hi

∂xj

)
 aj (A-23)

例:

デカルト座標系: x, y, z;h1 = h2 = h3 = 1; a1 = i, a2 = j, a3 = k.
球面座標系: 経度 λ, 緯度 ϕ, 動径距離 r; 規格化因子:hλ = r cosϕ, hϕ = r, hr = 1.
円筒座標系: λ, r, z; hλ = r, hr = hz = 1.
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