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はじめに

• 目標
• 支配方程式を計算, 地磁気の無次元量依存性を考察する.
• 他天体の同様な構造に適用させる.

• ここでは
• 地球流体コアにおいてどのような条件下で支配方程式が成り立つのかを説明する.
• 具体的には非弾性近似, ブシネスク近似, (MHD 近似) である.

• 流体コアが満たす仮定
• 化学的組成が均一 (熱力学で化学ポテンシャルの項はない)
• ほとんど均一エントロピー (平均的なエントロピーの時間変化は 0)
• ほとんど静水圧平衡 (𝜌 と 𝑝 は 1 対 1 対応)



基礎方程式

• ナビエ=ストークスの式

𝜌
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝒗 ⋅ ∇ 𝒗 = 𝜌𝑭𝑏 + 𝑭𝑠

• 連続の式
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ 𝜌𝒗 = 0

• 熱力学の式
𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉 = 𝛿𝑄

• フーリエの法則
𝒒 = −𝑘∇𝑇

• マクスウェル方程式

∇ ⋅ 𝑬 =
𝜌𝑒
𝜀
∇ ⋅ 𝑩 = 0

∇ × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
∇ × 𝑩 = 𝜇𝑱 +

1

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡
• オームの法則

𝑱 = 𝜎𝑬′



非弾性近似とブシネスク近似

• 方程式に表れる値の平均値からのズレが小さいと仮定する.

• 圧力 𝑝, 温度 𝑇, 密度 𝜌, エントロピーS, の摂動方程式を求める.

• 連続の式に対して摂動方程式を求めると,
∇ ⋅ 𝒗 = 0

の非圧縮性が求まる.

ただしこのとき, 
𝜕𝜌1

𝜕𝑡
= 0 の近似を行なったこれは音波が存在し

ないことを示し,非弾性近似と呼ばれる.



剛体回転中の物質微分

• 剛体回転中の物質微分が
𝑑𝑨

𝑑𝑡 𝑟𝑒𝑠𝑡
=

𝑑𝑨

𝑑𝑡 𝑟𝑜𝑡
+ 𝛀 × 𝑨 で

あるので加速度を陽に書くと
𝑑𝒗

𝑑𝑡
𝑟𝑒𝑠𝑡

= 𝒂 + 2𝛀 × 𝒗 + ሶ𝛀 × 𝒙 +
1

2
∇[ 𝛀 × 𝒙 2]

• 𝛀が一定とすると, ナビエ=ストークス方程式は

𝜌
𝑑𝒗

𝑑𝑡
+ 2𝛀 × 𝒗 = 𝜌𝑭𝑏 + 𝑭𝑠



体積力と面積力

• 体積力は地球流体コアにおいてはローレンツ力 𝑭𝐿 = 𝑱 × 𝑩 と重
力である.

• 面積力は圧力 𝑝 と粘性応力 𝜏 である.

• ニュートン流体では粘性応力は

𝜏𝑖𝑗 = 𝜌𝜈
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
と書ける.



ナビエ=ストークス方程式

• 非弾性近似とブシネスク近似下の回転系の摂動のナビエ=ス
トークス方程式は次のようになる.

𝜌0
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝒗 ⋅ ∇ 𝒗 + 2𝛀 × 𝒗

= −∇ 𝑝 +
1

2
𝜌∇ 𝛀 × 𝒙 2 + ∇ ⋅ 𝜏 + 𝑱 × 𝑩 + 𝜌𝑔

• このとき流体が非圧縮であることが必要になる.



熱力学の式

• 熱力学の式 𝑑𝑈 + 𝑝𝑑𝑉 = 𝛿𝑄 は

𝜌
𝑑𝑈

𝑑𝑡
−
𝑝

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −∇ ⋅ 𝒒 + 𝜀 + 𝐻𝑀

となる. 

• 熱力学関係式 dU + 𝑝𝑑𝑉 = 𝑇𝑑𝑆 とフーリエの法則より

𝜌𝑇0
dS1
𝑑𝑡

= ∇ ⋅ 𝑘∇𝑇0 + 𝜀 + 𝐻𝑀

𝐻𝑀 は後述するオーム加熱である.

下付き添え字で 0 は平均値であり, 1 は摂動の値である.



MHD 近似 (1)

• 電磁場の中で運動する物体が光速より十分遅い場合

ファラデーの法則∇ × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

またはアンペールの法則∇ × 𝑩 = 𝜇𝑱 +
1

𝑐2
𝜕𝑬

𝜕𝑡
が成り立たない.

• オームの法則で必要な慣性系からみた電場は

𝑬′ = 1 − 𝛾
𝒗 ⋅ 𝑬 𝒗

𝒗
+ 𝛾 𝑬 + 𝒗 × 𝑩

となるが, ローレンツ因子 𝛾 ≈ 1 なので𝑬′ = 𝑬 + 𝒗 × 𝑩



MHD 近似 (2)

• アンペールの法則の電場の時間変化を無視し, MHD 近似下の
オームの法則を適用すると誘導方程式が求まる.

𝜕𝑩

𝜕𝑡
= ∇ × 𝒗 × 𝑩 −

1

𝜇𝜎
∇ × ∇ × 𝑩

• これは磁場の時間偏微分なので回転系でも成り立つ.

• 一般的な電磁場の問題と同じくローレンツ力は
𝑭𝐿 = 𝑱 × 𝑩



MHD 近似 (3)

• 誘導方程式と
𝑩

𝜇
の内積をとると, エネルギー方程式が求まる.

න
𝑉

𝜕

𝜕𝑡

𝑩 2

2𝜇
𝑑𝑉 = න

𝑉

−∇ ⋅ 𝑬 ×
1

𝜇
𝑩 − 𝒗 ⋅ 𝑱 × 𝑩 −

𝑱 2

𝜎
𝑑𝑉

• 右辺第 3 項は抵抗による加熱の項でオーム加熱と呼ばれる.



境界条件 (接線成分)

• 図のように境界をまたがる円柱の領域に対してソレノイド条件
を積分すると, 磁場が境界において連続であることが示される.

• 同様にガウスの法則を円柱領域で積分すると電荷密度の項が残
り, 境界とは電荷密度が異なる場所なので不連続であることが
わかる.



境界条件 (法線成分)

• 図のように境界をまたがる領域でファラデーの法則を積分する
と, 領域を貫く磁束がなくなるため, 電場は連続である.

• MHD下の ∇ × 𝑩 = 𝜇𝑱 アンペールの法則を領域で積分し, 短辺を
0 にする極限をとるとどちらの領域でも電流が有限の値なら打
ち消しあい連続である.



まとめ

• ナビエ=ストークス方程式はローレンツ力が加わる.
• 密度の変化が小さいと仮定しているため, 音波を考えない.

• 熱力学の式は一般的な加熱に加えてオーム加熱の項が増える.

• MHD 方程式は流体の運動が光速よりも十分に遅いときに成り
立つ.
• 誘導方程式は磁場の時間偏微分なので慣性系でも回転系でも成り立つ.

• アンペールの法則が成り立たないので近似では電磁放射は失われる.

• 電磁場の変化は情報を伝搬することのみに使われる.
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