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はじめに

•地球を始めとする太陽系の惑星は大
気を持っており, それぞれ特徴的な大
気現象が起こっている

•金星の大気現象としてスーパーロー
テーションがある
• 高度 65 km付近で 100 m/s に
達する東風が吹いている (右図上)
(Schubert, 1983)

• 成因を含めて研究が進められている
• 表: 

図1: (上) 探査機パイオニア・ヴィーナスとヴェネラによって観測された, 金星の東風の鉛直分布. (Schubert, 
1983) (下) 地球と金星の大気循環のイメージ図. (引用: https://www.stp.isas.jaxa.jp/venus/sci_meteor.html)



はじめに

•金星上空 50~70 km に硫酸の厚い雲が
存在しており, 可視光での観測はできな
いため, 観測データが限られている

•そのため, 大気内部での循環の様子は完
全に解明されていない
• 結果として, 大気現象の全容も解明されて
いない

•大気現象の理解のため, 観測以外にも大
気の運動を支配する方程式系を数値計算
し, 解析を行う方法がある

図2:金星大気 (実線) と地球大気 
(点線) の絶対温度の鉛直分布. 
図中には金星の雲層とちり層の
分布と, 気圧軸が表示されてい
る. 
(引用: 
https://www.stp.isas.jaxa.jp/v
enus/sci_meteor.html)



はじめに

•大学院修士課程修了までに, 金星大気の数値計算モデルを
用いて解析を行うことを目標とする

•本卒業研究では,惑星における非粘性流体の運動方程式の
導出を行い, その理解を深める
• 導出は Vallis (2017) に従って行う



支配方程式系について

•大気の運動を支配している支配方程式には以下のもの
がある
•流体の運動方程式

• 流体の速度の力に対する応答を表す

• 次ページに示す

•質量の連続の式
• 流体中での質量が領域全体で保存されていることを表す

•
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ 𝜌𝒗 = 0 (𝜌:密度 kg/m3 , 𝒗:流体の速度[m/s])

•状態方程式
• 流体の温度, 圧力, 組成, 密度を関連付ける



流体の運動方程式

•静止している任意の系における非粘性流体運動方程式は以下
のように書ける

D𝒗

D𝑡
= −

1

𝜌
∇𝑝 + 𝒈

•
D
D𝑡

=
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝒗 ⋅ ∇ :物質微分の演算子

• 𝒗 = (𝑢, 𝑣, 𝑤) : 速度 [𝑚/𝑠], 𝜌 : 密度 [𝑘𝑔/𝑚3]
𝑝 : 圧力 [𝑃𝑎], 𝒈 : 重力加速度 [𝑚/𝑠2]

•惑星は自転をしているため, 回転の効果を考える必要がある

•惑星の形状は球に近似できるため, 全球を対象とする計算を
するとき, 球座標系で書かれた方程式を用いることが出来る



卒業研究の流れ

•回転系における運動方程式を導出する (本発表)
• 系の回転に伴うベクトルの変化率を求める
• 系が回転するときの速度, 加速度と
系が静止しているときの速度, 加速度の関係式を求める

• 系が回転するときの非粘性流体運動方程式に変形する

•球座標系における運動方程式を導出する
• 球座標系における物質微分の表現を求める
• 球座標系における単位ベクトルの偏微分と演算子を求める
• 回転非粘性運動方程式の球座標系における表現を求める



系の回転にともなうベクトルの変化率

• 3 次元デカルト座標を考える

•長さ一定のベクトル 𝑪 が
一定の角速度で 𝑧 軸周りを回
転する系の上に載っている
• ベクトル 𝑪 は回転系から観測
すると定ベクトルである

• 以降回転している系のことを
『回転系』, 静止している系を
『慣性系』と呼ぶ

•𝛀 は角速度ベクトル

•𝒎 は 𝑪 の回転方向の単位ベ
クトル

図3 一定の角速度で回転する系上に存在するベクトル
𝑪 . 𝑪 は長さ一定であり, 回転系において定ベクトルで
ある. 



系の回転にともなうベクトルの変化率

• 𝑥 軸とベクトル 𝑪 を 𝑥𝑦 平面
に投影した線のなす角を 𝜆 と
する

• 𝑥𝑦 平面とベクトル 𝑪 のなす
角を 𝜗 とする

•微小時間 𝛿𝑡 の間で微小角度 
𝛿𝜆 = |𝛀|𝛿𝑡 回転する

•慣性系からみたベクトル 𝑪の
変化 𝛿𝑪 は

𝛿𝑪 = 𝑪 cos 𝜗 𝛿𝜆𝒎
= 𝑪 cos 𝜗 |𝛀|𝛿𝑡 𝒎

図3 一定の角速度で回転する系上に存在するベクトル
𝑪 . 𝑪 は長さ一定であり, 回転系において定ベクトルで
ある. 慣性系から見ると, 微小時間 𝛿𝑡 後には 𝛿𝜆 回転し, 
変化量 𝛿𝑪 が生じる.



系の回転にともなうベクトルの変化率

• መ𝜗 =
𝜋

2
− 𝜗 を導入すると

cos 𝜗 = cos Τ𝜋 2 − መ𝜗 = sin መ𝜗
より

𝛿𝑪 = 𝑪 sin መ𝜗 𝛀 𝛿𝑡 𝒎

= 𝑪 𝛀 sin መ𝜗 𝛿𝑡 𝒎

• መ𝜗 は 𝛀と𝑪 のなす角であるた
めベクトルの外積を用いると

𝛿𝑪 = 𝛀 × 𝑪 𝛿𝑡図3 一定の角速度で回転する系上に存在するベクトル
𝑪 . 𝑪 は長さ一定であり, 回転系において定ベクトルで
ある. 慣性系から見ると, 微小時間 𝛿𝑡 後には 𝛿𝜆 回転し, 
変化量 𝛿𝑪 が生じる.



系の回転にともなうベクトルの変化率

•両辺を 𝛿𝑡 で割り𝛿𝑡 → 0 の
極限操作を行うと

d𝑪

d𝑡
= 𝛀 × 𝑪

•これは回転に伴うベクトル 
𝑪 の変化率を表す

図3 一定の角速度で回転する系上に存在するベクトル
𝑪 . 𝑪 は長さ一定であり, 回転系において定ベクトルで
ある. 慣性系から見ると, 微小時間 𝛿𝑡 後には 𝛿𝜆 回転し, 
変化量 𝛿𝑪 が生じる.



系の回転にともなうベクトルの変化率

•時間変化する任意のベクトル 𝑩 を考える

•慣性系における変化量を 𝛿𝑩 𝐼 , 回転系における変化量を
𝛿𝑩 𝑅 とする

•以降 𝐼 の添え字は慣性系における物理量, 𝑅の添え字は回転
系における物理量を表す

•二つの変化量の関係は 
𝛿𝑩 𝐼 = 𝛿𝑩 𝑅 +𝛀 × 𝑩 ∙ 𝛿𝑡

である
• 回転系における変化量 𝛿𝑩 𝑅 が 0 であるとき

𝛿𝑩 𝐼 = 0 + 𝛀 × 𝑩 ⋅ 𝛿𝑡
となり, これは回転系における定ベクトル 𝑪 の変化量と一致する



系の回転にともなうベクトルの変化率

•両辺を 𝛿𝑡 で割り𝛿𝑡 → 0 の極限操作を行うと
d𝑩

d𝑡
𝐼

=
d𝑩

d𝑡
𝑅

+𝛀 × 𝑩

•時間変化する任意のベクトル 𝑩 の
『慣性系における変化率と回転系における変化率の関
係式』
が得られる



回転系における速度と加速度

•時間変化する任意の位置ベクトルを 𝒓 とする

• 𝒓 に を適用すると
d𝒓

d𝑡
𝐼

=
d𝒓

d𝑡
𝑅

+𝛀 × 𝒓

となる

•𝛀 × 𝒓 は回転による位置ベクトルの変化率, すなわち回
転による速度である



回転系における速度と加速度

•
d𝒓
d𝑡 𝐼

= 𝒗𝐼, 
d𝒓
d𝑡 𝑅

= 𝒗𝑅 と定義する

• 𝒗𝐼 は慣性速度, 𝒗𝑅は相対速度と呼ばれる

• 𝒗𝐼, 𝒗𝑅 を用いて『位置ベクトルの慣性系における変化
率と, 回転系における変化率の関係式』を表すと

𝒗𝐼 = 𝒗𝑅 + 𝛀 × 𝒓
となり『慣性速度と相対速度の関係式』が得られる



回転系における速度と加速度

• 𝒗𝑅 に『慣性系における変化率と回転系における変化率
の関係式』を適用すると

d𝒗𝑹
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+𝛀 × 𝒗𝑅

•左辺の 𝒗𝑅 に『慣性速度と相対速度の関係式』を適用す
ると

d(𝒗𝐼 −𝛀 × 𝒓)

d𝑡
𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+ 𝛀 × 𝒗𝑅

d𝒗𝐼
d𝑡

𝐼

−
d 𝛀 × 𝒓

d𝑡
𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+𝛀 × 𝒗𝑅



回転系における速度と加速度

•左辺第 2 項を右辺に移項し変形すると
d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+
d(𝛀 × 𝒓)

d𝑡
𝐼

+𝛀 × 𝒗𝑅

d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+
d𝛀

d𝑡
× 𝒓 + 𝛀 ×

d𝒓

d𝑡
𝐼

+𝛀 × 𝒗𝑅

となる



回転系における速度と加速度

•位置ベクトル, 角速度ベクトルは系に寄らずに存在する
ため, 添え字を外して
d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+
d𝛀

d𝑡
𝐼

× 𝒓 + 𝛀 ×
d𝒓

d𝑡
𝐼

+ 𝛀 × 𝒗𝑅

d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+
d𝛀

d𝑡
𝐼

× 𝒓 + 𝛀 × 𝒗𝐼 +𝛀 × 𝒗𝑅

である



回転系における速度と加速度

•一定の角速度 Ω で回転しているため
d𝛀
d𝑡

= 0 であること

を用いると
d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+ 0 × 𝒓 + 𝛀 × 𝒗𝐼 +𝛀 × 𝒗𝑅

d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+𝛀 × 𝒗𝐼 +𝛀 × 𝒗𝑅



回転系における速度と加速度

•右辺の 𝒗𝐼 に『慣性速度と相対速度の関係式』を適用す
ると

d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+𝛀 × 𝒗𝑅 +𝛀 × 𝒓 + 𝛀 × 𝒗𝑅

d𝒗𝑰
d𝑡

𝐼

=
d𝒗𝑹
d𝑡

𝑅

+ 2𝛀 × 𝒗𝑅 +𝛀 × 𝛀 × 𝒓



回転系における速度と加速度

•右辺と左辺を入れ替えた後, 移項すると
d𝒗𝑅
d𝑡

𝑅

=
d𝒗𝐼
d𝑡

𝐼

− 2𝛀 × 𝒗𝑅 −𝛀 × 𝛀 × 𝒓

となり『慣性速度の変化率と相対速度の変化率の関係
式』, すなわち『慣性加速度と相対加速度の関係式』が
得られる
• −2𝛀 × 𝒗𝑅 単位質量当たりのコリオリ力

• −𝛀 × 𝛀 × 𝒓 単位質量当たりの遠心力



回転の効果を含めた運動方程式

•慣性系における非粘性流体運動方程式は
D𝒗

D𝑡
= −

∇𝑝

𝜌
+ 𝒈

である

•運動方程式は流体粒子に対する時間微分, 
すなわち物質微分を用いて記述されている

•そのため, ある質点の速度ベクトルの時間微分を適用す
ることで回転系における流体の運動方程式を記述する
ことができる.



回転の効果を含めた運動方程式

•慣性系における非粘性流体運動方程式に添え字を加え
ると

D𝒗𝐼
D𝑡 𝐼

= −
∇𝑝

𝜌
+ 𝒈

となる

•上式に『慣性加速度と相対加速度の関係式』を先ほど
の式に適用し, 移項すると

D𝒗𝑹
D𝑡 𝑅

+ 2𝛀 × 𝒗𝑅 +𝛀 × 𝛀 × 𝒓 = −
∇𝑝

𝜌
+ 𝒈

となる



まとめ : 回転系における運動方程式

• 回転系において観測された速度 𝒗 の流体について, 
運動方程式は

D𝒗

D𝑡
+ 2𝛀 × 𝒗 = −

∇𝑝

𝜌
−𝛀 × 𝛀 × 𝒓 + 𝒈

である

•回転を考えることにより, −2𝛀 × 𝒗 (単位質量当たりの
コリオリ力), −𝛀 × 𝛀 × 𝒓 (単位質量当たりの遠心力) 
という回転によって生じる力が式中に表れる

•ここまで系を選択せず進めてきたが, 惑星大気を想定す
るとき, 座標系は球座標系を選択することが適切である
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