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要旨

地球大気の鉛直温度構造を決定する主な要因として, 放射と対流を考えた. 1 次元
放射平衡モデルを用いて数値計算を行い, 放射平衡状態の灰色大気の温度構造を再
現した. そして, 1 次元放射対流平衡モデルを用いて数値計算を行い, 放射対流平
衡状態の灰色大気の温度構造を再現し, 考察を行った. その結果, 大気の温度構造
が放射と対流の影響を大きく受けていることが分かった. また, 対流が起こる高度
には, 吸収係数が影響を与えていることが分かった.
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第1章 はじめに

地球の大気の鉛直温度構造は図 1.1のようになっている. 0 ∼ 11 kmの高度は対
流圏と呼ばれ, 大気の運動によって圏内の空気が上下によくかき混ぜられている.

ここでは, 気温減率は約 6.5Kkm−1である. 11 ∼ 50 kmの高度は成層圏と呼ばれ
る. ここでは,高度とともに温度が増加しており,大気は安定している. 50 ∼ 80 km

は中間圏と呼ばれ, 中間圏より上空を熱圏という. 地球大気の鉛直温度構造を理解
できて初めて, あらゆる大気現象を理解できる. 本論文では, 様々な大気現象を理
解する第一歩として対流圏の鉛直温度構造について考察する. しかし, 現実の大気
の運動は非常に複雑であるため, 解析することは難しい. そこで, いくつかの近似
を行いながら, 大気の鉛直 1 次元温度構造を理解していくことを考える. 本研究で
は, 簡単化した鉛直 1 次元放射対流モデルを作成し, そのモデルを用いて, 太陽放
射に対して透明で, 地球放射の吸収気体として水蒸気のみを考えた大気について考
察する.

図 1.1: 温度の高度分布と大気層の区分 (小倉義光, 1984: 一般気象学)[3]
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まず初めに, 解析的に解ける灰色大気の放射平衡温度構造を求め, 解析値と計算
値の比較により, モデルを検証する. その後, 対流による影響を考慮した実験を行
い, 放射と対流がどのように大気の温度決定に影響を与えるかを理解することを目
的とする.

本論文の構成は以下の通りである. 2 章では放射に関する基本的な物理量や法則
を示す. 3 章では放射伝達方程式を中心に, 様々な近似について説明する. 4 章で
は大気の温度構造を決定する数値計算の概要や計算結果を示し考察する. 5 章では
結論を示す.
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第2章 放射の基本法則

放射とは電磁波の総称である. また, 電磁波はその波長によって領域別に, 紫外
線, 可視光線, 赤外線, マイクロ波等に分けられる. 地球大気を考える上で特に重要
な放射は, 太陽により射出されるものと地表面や地球大気により射出されるものが
あり, それぞれ太陽放射 (短波放射), 地球放射 (長波放射)と呼ばれている.

2.1 放射の基本量

放射に関する学習をする前に, 最低限必要な基本的な量について考える.

2.1.1 波長, 振動数, 波数の関係

波長 λ, 振動数 ν̃, 波数 νの間には, 光速度 cを用いて, 以下のような関係が成り
立つ;

λ =
c

ν̃
, (2.1)

ν =
ν̃

c
=

1

λ
. (2.2)
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2.1.2 立体角

立体角ω*1 は, 半径 rの球面上に円錐体で張られる面積 σを半径の 2 乗で割った
値であり,

ω =
σ

r2
(2.3)

で定義される. また, 立体角の単位はステラジアン [sr]用いる. 極座標系で表され
る半径 rの球面上の天頂角 θと方位角 ϕで規定される方向を考えると, 微小な角度
差 dθおよび dϕで張られる微小面積 dσをみる場合の微小立体角 dωは次式で与え
られる;

dω =
dσ

r2
= sinθdθdϕ. (2.4)

図 2.1: 立体角 ω の定義 (浅野正二, 2010: 大気
放射学の基礎 [1])

図 2.2: 極座標系における微小立体角 dωの定義
(浅野正二, 2010: 大気放射学の基礎 [1])

2.1.3 放射輝度

ある面 dAを通して, その法線方向と角 θを成す方向の立体角 dωの錐体内を進
む放射を考える. 波長が λと λ+ δλとの間にある放射が dt時間当たりに面 dAを
通過する場合の放射が運ぶエネルギー dEλは,

dEλ = Iλ (cosθdA) dωdλdt (2.5)

で与えられる. この時, Iλは放射の強さを表す比例定数であり, 放射輝度, または
放射強度という. ある単一波長 λの放射輝度は,

Iλ =
dEλ

cosθdAdωdλdt
(2.6)

として定義される. 放射輝度は, 場所のみに依存するのではなく, 進行方向にも依
存する. 特に, 放射輝度が方向によらず一定の場合には, 放射場は等方的であると
いう.

*1平面上における角度とは, 角の頂点から出る 2 本の半直線によって区切られた部分のことを言
い, この 2 半直線の開き具合のことである. 一方, 空間上における立体角とは, 空間上の角の頂点か
ら出る半直線が動いて作る錐面によって区切られた部分のことを言い, この錐面の開き具合のこと
である.
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2.1.4 放射フラックス

面 dAを通して半球側へ流れる放射エネルギーの大きさを放射フラックスとい
う. 波長 λの放射フラックス Fλは, 面 dAを通過する放射輝度 Iλのその面に垂直
な成分を半球側の全立体角Ωについて積分したものとして定義される. すなわち,

Fλ =

∫
Ω

Iλcosθdω [W m−2µm−1] (2.7)

である. 極座標表示では, ∫ 2π

0

∫ π
2

0

Iλcosθsinθdθdϕ (2.8)

となる. 特に等方的な放射場の場合には, Iλが θ, ϕに依存せず, Fλ = πIλとなる.

2.2 黒体放射の法則

2.2.1 プランクの法則

入射する全ての波長の放射を完全に吸収する理想的な物体のことを黒体といい,

その黒体から射出される放射を黒体放射という *2. プランクの法則とは, 全ての温
度領域での黒体放射スペクトルを統一的に表したものであり, この法則によると,

絶対温度 T の黒体放射輝度Bλ (T )のスペクトル分布は,

Bλ (T ) =
2hc2

λ5exp (hc/κBλT )− 1
(2.9)

*2不透明で熱平衡状態にある壁面からなる空洞内の放射場を考える.
黒体空洞: 外からの入射光 Iλ は吸収率 0 < aλ < 1の壁面で多重回の反射と吸収を受けて減衰

し, 最終的には完全に吸収される. つまり, 空洞内へ入射した放射は完全に吸収され, 空洞内は真っ
暗になる.

空洞内の放射強度 = Iλ − aλIλ − aλ (1− aλ) Iλ − aλ (1− aλ)
2
Iλ … = 0

空洞放射: 射出率 0 < ϵλ < 1の壁面で囲まれた熱平衡状態にある空洞内部の放射場は, 絶対温度
T の壁面からの射出光にそれが壁面で多重回の反射を受けた成分が合わさって, 最終的に黒体放射
Bλ(ν) と等しくなる.

空洞内の放射強度 = ϵλBλ + (1− ϵλ) ϵλBλ + (1− ϵλ)
2
ϵλBλ + … = Bλ
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と表される. ここで, h (= 6.62607× 10−34 J s)はプランク定数, κB (= 1.38065× 10−23 J K−1)

はボルツマン定数である. また, 波数 νを用いて,

Bν (T ) =
2hc2ν3

exp (hcν/κBT )− 1
(2.10)

と書き換えることができる.

2.2.2 ウィーンの変位則

ある温度 T でのプランク関数はある特定の波長で極大値をとる. その波長 λmax

では dBλ (T ) /dλ = 0となることを考慮すると,

λmax =
C

T
µm (C = 2987 µ K) (2.11)

となる *3. つまり, 黒体放射輝度が最大となる波長 λmaxはその絶対温度 T に反比
例する.

2.2.3 ステファン・ボルツマンの法則

黒体面から射出される放射輝度を全波長にわたって積算した値B (T )は, プラン
ク関数を波長範囲 0 ∼ ∞にわたって積分することにより,

B (T ) =

∫ ∞

0

Bλ (T ) dλ ∝ T 4 (2.12)

と書ける. また, 黒体放射は等方的であるから, 全波長で積分した放射フラックス
FBは

FB = πB (T ) = σT 4
(
σ = 5.66961× 10−8 W m−2K−4

)
(2.13)

である. つまり, 黒体面から射出される放射フラックスの全波長にわたる積分値は
絶対温度の 4 乗に比例する *4.

2.2.4 キルヒホッフの法則

キルヒホッフの法則とは, 熱平衡の状態にある物質が放射を授受する際の基本的
な関係を表す法則であり, 物質の吸収係数 ka

λと射出係数 jλの比は, 物質の種類や
性質に関係なく, その温度と放射の波長のみに依存する, というものである.

*3導出については付録 1 を参照されたい.
*4導出については付録 C を参照されたい.
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いま, 放射場は不透明な壁面に囲まれており, 外界とは熱の出入りがなく, それ
自身の均一な温度と等方放射場で特徴づけられる熱力学平衡状態に達していると
する. この場合, たとえ壁面が黒体ではないとしても, 壁面における射出と多重反
射の結果, 空洞内の放射場は黒体放射となる. 熱力学的平衡の状態であるので, 壁
面は吸収する放射量 (ka

λBλ (T ))と等しい量の放射 (jλ)をする. よって,

ka
λBλ (T ) = jλ,

jλ
ka
λ

= Bλ (T ) (2.14)

の関係が成立する. すなわち, 壁面の吸収係数 ka
λと射出係数 jλの比は黒体放射輝

度のプランク関数で与えられ, 温度と波長のみに依存する.

今, 熱力学的平衡状態にある物質の波長 λの放射に対する吸収率 aλをプランク
関数Bλ (T )に対する吸収された放射強度の比, 射出率 ϵλをBλ (T )に対する射出さ
れた放射強度の比として定義すると, 上式より,

aλ = ϵλ (2.15)

を得る. 全ての波長で aλ = ϵλ = 1であれば黒体という. 一方, 全ての波長で
0 < aλ = ϵλ = const < 1であるような物体を灰色体という.

以上より, 熱力学的平衡状態にある物質は, 放射を吸収する (aλ > 0)性質をもつ
ならば, 吸収率と同じ値の射出率で同じ波長の放射を射出することがわかる. 地球
大気は, 鉛直方向の温度勾配をもつので厳密には熱力学的平衡状態にないが, 多く
の吸収帯において, 約 70 kmより低い高度では, 系を非常に小さくとると, 局所的
には温度や圧力の分布が一様で熱力学的平衡の状態にあるとみなすことができる
(局所的熱力学的平衡の近似).

2.2.5 レイリー・ジーンズ近似

hν ≪ kBT の放射に対しては, プランク関数は次式で近似できる;

Bν(T ) =
2kBν

2

c2
T. (2.16)

すなわち, マイクロ波域の黒体放射輝度は絶対温度 T に比例する. ただし, ν → ∞
で無限大へ発散し, ウィーンの変位則やステファン・ボルツマンの法則と矛盾し,

ウィーンの法則に従う *5.

*5導出については付録 B を参照されたい.
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2.2.6 ウィーンの法則

hν ≫ kBT の放射に対しては, プランク関数は次式で近似できる;

Bν(T ) =
2hν3

c2
exp (hν/kBT ) . (2.17)

*6

2.2.7 輝度温度

輝度温度は, ある波長 (振動数)に対する放射強度を特徴づける考え方の一つで
ある. それは, その波長 (振動数)に対して同じ放射強度を持つ黒体の温度を与える
ことであり, 任意の放射輝度 Iλに対して,

Iλ = Bλ (Tb) (2.18)

によって定義される. このときの温度 Tbを輝度温度と言う.

*6導出については付録 B を参照されたい.
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第3章 放射伝達過程の定式化

3.1 放射伝達方程式

図 3.1: 放射伝達過程の概念図
(浅野正二, 2010: 大気放射学の基礎 [1])

大気中に断面積 dσ, 長さ dsの微小な気柱を考える. 波長が λと λ+ dλの間にあ
り, 強度 Iλの放射が, 微小時間 dtの間に立体角 dωでこの気柱に入射するとする.

入射方向に進む放射は, この気柱を通過する間に散乱や吸収を受けて, その放射強
度が Iλ + dIλに変わるとする. 気柱の密度を ρ, 単位質量当たりの消散係数を ke

λと
するならば, 入射した放射が気柱を通過する間に消散 (吸収＋散乱)されるエネル
ギーは, ke

λIλρdsdσdωdλdtで与えられる. これは放射エネルギーの変化量

dEλ = Iλdσdωdλdt− (Iλ + dIλ) dσdωdλdt (3.1)

に等しいので, この微小気柱による放射強度の減衰は,

dIλ = −ke
λIλρds (3.2)

と書き表せる. ここで, ke
λは質量消散係数, または質量消散断面積と呼ばれ, 次元

は [面積/質量]である. これに密度を掛けた ke
λρは, 単位面積当たりの消散係数, す

なわち体積消散係数であり, その次元は [面積/体積]すなわち [ 1 /長さ]である.
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他方, この微小気柱を通過している間に, 気柱内で生じる射出によって進行方向
への放射が強まる. また, 他のあらゆる方向から考えられている方向への散乱光が
加わり, 放射は強められる. この射出と散乱による放射の増強分 dIλ (増強)を表す
係数 jλを導入する. これを質量射出係数, または放射源係数と呼ぶ. 放射の増強分
は微小気柱の質量に比例するので,

dIλ = +jλρds (3.3)

と表せる. 2 つの過程が同時に進行しているとすれば, 正味としての放射強度の変
化量は,

dIλ = −ke
λIλρds+ jλρds (3.4)

と書ける. ここで, 放射源関数 Jλを

Jλ ≡ jλ
ke
λ

(3.5)

と定義して導入すると,
dIλ

ke
λρds

= −Iλ + Jλ (3.6)

と書き表せる. これを放射伝達方程式という. この方程式は大気中を伝播する間に
吸収, 射出, 散乱を受けて変化する放射エネルギーの保存則を表す.

3.1.1 散乱位相関数

図 3.2: 散乱過程の概念図 (浅野正二, 2010: 大気放射学の基礎 [1])

立体角 dω′内の強度 Iλの入射光が, 微小体積 dσdsにより散乱されるとしたとき,

1 回の散乱で消散される放射エネルギーは,

ke
λIλρdσdsdω

′dλdt = ke
λIλdmdω′dλdt (3.7)
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と書ける. ただし, 右辺の dm = ρdσdsは微小気柱の質量である. これ以降, 入射
光側の方角や立体角をプライム (′)の付いた記号で表す. 入射光から失われた, す
なわち消散された放射エネルギーのうち, 入射光の進行方向と角Θを成す方向の
立体角 dω内に散乱される割合は, 散乱の強さの角度分布を表す関数P (cosΘ)を導
入することにより,

P (cosΘ)

(
dω

4π

)
ke
λIλdmdω′dλdt (3.8)

と書き表せる. P (cosΘ)は散乱位相関数, Θは散乱角である. 全ての方向に同じ強
さ (確率)で散乱する等方性散乱の場合には, 散乱位相関数P (cosΘ)は一定となる.

全ての方向へ散乱されるエネルギーの割合は, (3.8)を散乱方向の全立体角Ωに
ついて積分したものであるので,

ke
λIλdmdω′dλdt

∫
Ω

P (cosΘ)

(
dω

4π

)
(3.9)

と書ける. このとき, ∫
Ω

P (cosΘ)

(
dω

4π

)
= 1 (3.10)

ならば,

ke
λIλdmdω′dλdt (3.11)

と一致する. この場合, 散乱過程での放射エネルギーの消散は, 純粋な散乱によっ
てのみ生じ, エネルギーの実質的な損失 (吸収)はない. 吸収を伴う一般的な散乱過
程に対しては, ∫

Ω

P (cosΘ)

(
dω

4π

)
= ϖ ≤ 1 (3.12)

となる. これで定義されるϖを単散乱アルベドという. この量はまた, 次のように
も定義できる;

ϖ =
ks
λ

ke
λ

=
ks
λ

ks
λ + ka

λ

. (3.13)

ここで, ks
λは質量散乱係数といい, 純粋な散乱効果の大きさを表す係数である. 以

上より, ks
λは,

ϖ =
ks
λ

ke
λ

=

∫
Ω

P (cosΘ)

(
dω

4π

)
−→ ks

λ =

∫
Ω

ke
λP (cosΘ)

(
dω

4π

)
(3.14a)

の関係式で定義される. また, (3.13)中の ka
λは質量吸収係数と呼ばれ, 質量消散係

数 (ke
λ)と質量散乱係数 (ks

λ)の差 (ke
λ − ks

λ)である. 従って, 吸収のない (ka
λ = 0)純

粋な散乱の場合, 単散乱アルベドはϖ = 1となる. この場合は, 保存性散乱といい,
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散乱光はあらゆる方向に拡散するが, 散乱の前後で放射エネルギーは保存される.

逆に散乱のない (ks
λ = 0)純粋な吸収の場合には, ϖ = 0となる. 一方, 0 < ϖ < 1

の場合には, 微小気柱内で散乱と同時に吸収もあり, (1 −ϖ)の割合で吸収された
放射は熱エネルギーに変換される.

3.1.2 放射源関数

微小気柱を通過する放射強度を増強する効果には, 射出と散乱の寄与がある. 両
方の効果を含めた広義の射出係数 jλを用いると, 微小気柱から微小時間 dtに立体
角 dω内に射出される放射エネルギーは,

jλdmdωdλdt (3.15)

で与えられる. ところで, 散乱のない吸収大気 (ks
λ = 0;ϖ = 0; ke

λ = ka
λ)で局所熱力

学平衡の近似が成立する場合には, キルヒホッフの法則により,

jλ = ka
λBλ (T ) (3.16)

であるので, 放射源関数は

Jλ ≡ jλ
ke
λ

(3.17a)

= J
(a)
λ ≡ jλ

ka
λ

(3.17b)

= Bλ (T ) (3.17c)

となる. ここで, J
(a)
λ は吸収大気の放射源関数であることを表し, 局所熱力学平衡

の近似が成り立つ大気ではプランク関数で与えられる.

一方, 吸収のない大気 (ka
λ = 0;ϖ = 1; ke

λ = ks
λ)の場合, あらゆる方向から入射し

た放射エネルギーのうち考慮している方向に散乱している割合は, 微小気柱からそ
の方向に射出されるエネルギーに等しくなるので, 射出係数 jλは,

jλ = ks
λ

∫
Ω

IλP (cosΘ)

(
dω′

4π

)
(3.18)

と書ける. 従って, この場合の放射源関数は,

Jλ = J
(s)
λ ≡ jλ

ks
λ

=

∫
Ω

IλP (cosΘ)

(
dω′

4π

)
(3.19)

となる. ここで, J
(s)
λ は散乱大気の放射源関数を表す.
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図 3.3: 極座標系における入射方向 (OPi)および散乱方向 (OPs)と散乱角Θの関係
図 (浅野正二, 2010: 大気放射学の基礎 [1])

実際の大気中での散乱を考える場合に, 極座標系を用いて放射の進行方向を天頂
角と方位角で表示すると便利である. 入射光の進行方向を (θ′, ϕ′), 散乱光の方向を
(θ, ϕ)と表せば, それらの間の散乱角Θの余弦 cosΘは, 球面三角の余弦定理より,

cosΘ = cosθcosθ′ + sinθsinθ′cos (ϕ− ϕ′) (3.20)

が与えられる. 散乱位相関数および放射輝度の角度変数も天頂角と方位角に直す
と, 散乱大気の放射源関数 J

(s)
λ は,

J
(s)
λ =

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

P (θ, ϕ, θ′, ϕ′) Iλ (θ
′, ϕ′) sinθ′dθ′dϕ′ (3.21)

と書き表せる. 吸収と散乱の過程が共存する大気 (0< ϖ <1)の場合には, 微小気柱
における散乱と吸収は, それぞれ独立の過程なので, 放射源関数はそれぞれの効果
の和,

Jλ = (1−ϖ) J
(a)
λ +ϖJ

(s)
λ = (1−ϖ)Bλ (T ) +ϖJ

(s)
λ (3.22)

で与えられる. すなわち, 単散乱アルベドϖの値により, 吸収の放射源関数と散乱
の放射源関数の寄与の割合が決まる.

3.1.3 ビーア・ブーゲー・ランバートの法則

放射の射出がない場合 (Jλ = 0)には, 放射伝達方程式は

dIλ
ke
λρds

= −Iλ (3.23)
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と書ける. いま, 気柱の s = 0の点に入射する放射輝度を Iλ (0)としたとき, 気柱内
を s = s∗の距離を通過した放射の強度 Iλ (s

∗)は, これを積分して,∫ Iλ(s
∗)

Iλ(0)

1

Iλ
dIλ = −

∫ s∗

0

ke
λρds,

Iλ (s
∗) = Iλ (0) exp

[
−
∫ s∗

0

ke
λρds

]
(3.24)

となる. 気層は均質 (ke
λが場所によらず一定)であるとし,

u∗ =

∫ s∗

0

ρds (3.25)

で定義される路程長を導入すると,

Iλ (s
∗) = Iλ (0) exp [−ke

λu
∗] (3.26)

を得る. この式は射出のない均質な吸収層を透過する放射輝度は指数関数的に減
衰することを表す (ビーア・ブーゲー・ランバートの法則). 波長 λの単色光戦 Iλ
が距離 0 ∼ s∗間の気柱を通過する場合の透過率 tλは次式で定義される;

tλ (0, s
∗) ≡ Iλ (s

∗)

Iλ (0)
. (3.27)

これはビーア・ブーゲー・ランバートの法則より,

tλ (0, s
∗) = exp [−ke

λu
∗] (3.28)

となる.

3.2 光学的厚さ

消散係数 ke
λと密度 ρが場所ごとに変化するような一般の気層における放射伝達

を考える. このとき, 放射伝達方程式は,

dIλ
ke
λρds

= −Iλ (3.29)

となる. ここで, ke
λと ρの積を光路上の点 saと sbの間で積分した量として光学的

厚さ τλ (sa, sb)と表記して導入する. すなわち,

τλ (sa, sb) ≡
∫ sb

sa

ke
λρds (3.30)
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と定義する. これを導入すれば, 先ほどの式の解は,

Iλ (s
∗) = Iλ (0) exp [−τλ (0, s

∗)] (3.31)

と書き直せる. この光路に沿った単色光の透過率 tλ (0, s
∗)は次式のように書ける;

tλ (0, s
∗) = exp [−τλ (0, s

∗)] . (3.32)

大気が光学的に浅い場合,大気をN個の気層に分け,各気層の光学的厚さをτλ (0, s1),

τλ (s1, s2) , ... , τλ (sN−1, sN)としたとき, 大気全体の光学的厚さ τλ (0, sN)は各気
層の光学的厚さの和, すなわち,

τλ (0, sN) = τλ (0, s1) + τλ (s1, s2) + ... + τλ (sN−1, sN) (3.33)

で与えられる. 従って, 大気全層の透過率 tλ (0, sN)は,

tλ (0, sN) = exp [−τλ (0, sN)]

= tλ (0, s1) · tλ (s1, s2) · ... · tλ (sN−1, sN) (3.34)

となり, 各気層の透過率の積として与えられる.

3.3 平行平面大気の近似

地球大気は, 局所的にみた場合には水平方向の広がりに対して鉛直方向の厚さは
薄いので, 平板上の気相とみなすことができる. これを平行平面大気の近似という.

水平方向に均質な平行平面大気での放射伝達を考える場合には, 大気層に垂直な
天頂方向 zを基準にして, 極座標 (θ, ϕ)を用いて, 放射の進行方向を表すと便利で
ある. 極座標系において θ方向の微小距離は ds = dz/cosθで表示できることを考
慮すると, 放射伝達方程式は,

dIλ (z, θ, ϕ)

ke
λρds

=
cosθdIλ (z, θ, ϕ)

ke
λρdz

= −Iλ (z, θ, ϕ) + Jλ (z, θ, ϕ) (3.35)

と書き表せる. ここで,

µ ≡ cosθ, (3.36a)

dτλ ≡ −ke
λρdz (3.36b)
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なる関係式で定義される方向余弦 µおよび微小光学的厚さ dτλを導入すると, (4.1)

は次のように書き直せる;

µ
dIλ (τλ, θ, ϕ)

dτλ
= Iλ (τλ, θ, ϕ)− Jλ (τλ, θ, ϕ) . (3.37)

これが平行平面大気の放射伝達方程式の基本形である. なお, 光学的厚さの定義式

dτλ = −ke
λρdz (3.38)

で負の符号がついているのは, 光学的厚さ τλの増加方向を鉛直座標 zとは逆方向,

つまり, 考慮している大気層の上端から下向きにとるからである. 同様に慣用とし
て, 下向き方向 (π

2
< θ < π)に対しても, µの値を 0 < µ < 1の正の値に限定し,

負の符号をつけて−µと表す. そして, 上向きおよび下向きの放射輝度をそれぞれ
Iλ (τ,+µ, ϕ)および Iλ (τ,−µ, ϕ)と表記する.

図 3.4: 平行平面大気における放射伝達の概念図 (浅野正二, 2010: 大気放射学の基
礎 [1])

3.3.1 形式解

平行平面大気の放射伝達方程式

µ
dIλ (τ, µ, ϕ)

dτ
= Iλ (τ, µ, ϕ)− Jλ (τ, µ, ϕ) (3.39)

の一般解を求める. まず, 大気内の任意の光学的厚さ τ の高度 zにおける上向き放
射輝度を求める. 上式の両辺に e−τ/µをかけて, 大気層の下端 (τ ′ = τ ∗)から考慮し
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ている高度 (τ ′ = τ)まで光学的厚さについて積分すると,

e−
τ ′
µ
dIλ
dτ ′

− 1

µ
Iλe

− τ ′
µ = −Jλe

− τ ′
µ
1

µ
,

dτ ′
(
Iλe

− τ ′
µ

)
= −Jλe

− τ ′
µ
1

µ
,∫ τ

τ∗

d

dτ ′

(
Iλe

− τ ′
µ

)
dτ ′ = −

∫ τ

τ∗
Jλe

− τ ′
µ
1

µ
dτ ′,

Iλ (τ,+µ, ϕ) = Iλ (τ
∗,+µ, ϕ) exp

[
−(τ ∗ − τ)

µ

]
+

∫ τ

τ∗
Jλ (τ

′,+µ, ϕ) exp

[
−(τ ′ − τ)

µ

]
dτ ′

µ
(0 < µ < 1)

(3.40)

を得る. ここに Iλ (τ
∗; +µ, ϕ)は大気層下端に上向きの (µ, ϕ)方向に入射する放射輝

度であり, 境界条件により与えられる. 右辺第 1 項は, 入射光 Iλ (τ
∗; +µ, ϕ)が減衰

しながら考慮している高度まで達した分を表し, 第 2 項は, 途中の各高度で (µ, ϕ)

方向に射出された放射が距離に応じた減衰を受けながら τ = τ まで達した分の総
和を表す. 特に大気上端 (τ = 0)での上向き放射輝度 Iλ (0;+µ, ϕ)は人工衛星から
観測される放射輝度に相当する.

下向き放射輝度の場合は, 先ほどと同様に平行平面大気の下向き放射の放射伝達
方程式

−µ
dIλ (τ,−µ, ϕ)

dτλ
= Iλ (τ,−µ, ϕ)− Jλ (τ,−µ, ϕ) (3.41)

を考え, τ について 0 ∼ τ まで積分すると,

Iλ (τ ;−µ, ϕ) = Iλ (0;−µ, ϕ)exp

[
−τ

µ

]
+

∫ 0

τ

Jλ (t,−µ, ϕ) exp

[
−(τ − t)

µ

]
dt

µ
(0 < µ < 1)

(3.42)

を得る. ここで, Iλ (0,−µ, ϕ)は考慮している大気層上端に入射する下向き (−µ, ϕ)

の放射の強度を表し, 境界条件によって与えられる. τ = 0の高度として実際の大
気の上端をとる場合には, そこへ入射する拡散放射はないので, Iλ (0;−µ, ϕ) = 0と
してもよい. 右辺の意味は上向き放射の場合において積分する気層を τ = τの高度
より上層とし, 方向を下向きに変えたものと同じである.
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3.4 放射による気層の加熱冷却

前項において平行平面大気内の任意の高度 (z = z (τ))における上向きおよび下
向きの放射輝度を求めた. その高度における上向き放射フラックス F ↑

λ (z)および
下向き放射フラックスF ↓

λ (z)は, これらの放射輝度の鉛直成分を積分してそれぞれ
次式で与えられる.

F ↑
λ (z) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

Iλ (τ (z) ,+µ, ϕ)µdµdϕ (3.43a)

F ↓
λ (z) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

Iλ (τ (z) ,−µ, ϕ)µdµdϕ (3.43b)

今, 上向き放射フラックス F ↑
λ (z)と下向き放射フラックス F ↓

λ (z)の差として正味
放射フラックス F net

λ を定義すると, F net
λ > 0の場合は高度 zの面を通過した正味

の上向き放射エネルギーの流量があることを意味する. 高度 z(光学的厚さ τλ)と
z+∆z(光学的厚さ τλ −∆τλ)との間の厚さ∆zの気層をとり, この層における放射
エネルギーの出入りを考える. 気層の上面および下面を通過した放射エネルギー
の出入りの収支 δF net

λ は,

δF net
λ =

[
F ↑
λ (z +∆z)− F ↓

λ (z +∆z)
]
−

[
F ↑
λ (z)− F ↓

λ (z)
]

= F net
λ (z +∆z)− F net

λ (z) (3.44a)

で与えられる. δF net
λ (z)の値が正 [負]の場合には, この気層内において正味として

上向き放射エネルギーの流出 [流入]があることに対応する. 放射エネルギーの流
出 (発散)は, 気層から熱エネルギーの一部が放射となって失われたことに相当し,

これにより気層は冷却する. 他方, 流入, すなわち収束した放射エネルギーは, 熱エ
ネルギーに変換されて気層を加熱する. 波長範囲 λ ∼ λ + δλの放射の収束 [発散]

に伴う気層の温度の時間変化率 ∂T/∂tは, 放射加熱 [冷却]率と呼ばれ,

∂T

∂t

∣∣∣∣
∆λ

= − 1

Cpρa

(
∂F net

λ (z)

∂z

)
∆λ (3.45)

で与えられる. ここで, Cpは気層の定圧比熱, ρaは空気の密度である. 上式の右辺
が正値の場合は加熱, 負値の場合が冷却を意味する.

3.5 灰色大気の放射平衡温度分布

今, 大気は散乱がなく, 灰色大気であり, 平行平面大気の近似, 静水圧近似, 局所
熱力学平衡が成り立っているとする. また, 放射は等方的に射出されると考える.
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大気上端では, 下向きの長波放射がなく, 大気下端では, 太陽放射と地表面における
下向きの長波放射が, 地表面における上向きの長波放射と釣り合っているとする.

このような大気において, 放射伝達方程式は, (3.37)に (3.37), (3.17c)を用いて,

µ
dI (τ, µ, ϕ)

dτ
= I (τ, µ, ϕ)−B(T ) (3.46)

と書ける.

まず, 上向きに放射している場合を考える. その場合, 上式の両辺に µを掛けて,

半球にわたって立体角で積分すると, 上向き放射伝達方程式は

d

dτ

∫
Ω

I↑µ2dω =

∫
Ω

I↑µdω −
∫
Ω

B(T )µdω,∫ 1

0

∫ 2π

0

I↑µ2dϕdµ =

∫ 1

0

∫ 2π

0

I↑µdϕdµ−
∫ 1

0

∫ 2π

0

B(T )µdϕdµ,

2π
d

dτ

∫ 1

0

I↑µ2dµ = 2π

∫ 1

0

I↑µdµ− 2π

∫ 1

0

B(T )µdµ,

2

3
π
dI↑

dτ
= πI↑ − πB(T ),

2

3

dF ↑

dτ
= F ↑ − πB(T ) (3.47)

となる. 同様にして, 下向きに放射している場合を考えると, 下向き放射伝達方程
式は

−2

3

dF ↓

dτ
= F ↓ − πB(T ) (3.48)

となる. このような大気の放射平衡温度分布を考える. 上 2 式の和と差から

2

3

d

dτ

(
F ↑ + F ↓) = F ↑ − F ↓, (3.49a)

2

3

d

dτ

(
F ↑ − F ↓) = F ↑ + F ↓ − 2πB(T ) (3.49b)

を得る. 大気には放射エネルギーのたまりがないので,

dFnet

dτ
=

d

dτ

(
F ↑ − F ↓) = 0,

F net = F ↑ − F ↓ = const (3.50)

である. 太陽放射を J0とすると, 大気上端における熱収支は,

F ↑ (0) + 0 = Fnet = J0 (3.51)
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となる. そのことに注意して, (3.49a)を光学的厚さ τについて大気上端から下端ま
で積分すると,

F ↑ + F ↓ =
2

3
Fnetτ + F ↑ (0)

= J0

(
3

2
τ + 1

)
(3.52)

を得る. さらに, 平衡条件 (3.50)を用いると (3.49b)は,

F ↑ + F ↓ − 2πB(T ) =
2

3

d

dτ

(
F ↑ − F ↓)

= 0,

F ↑ + F ↓ = 2πB(T ) (3.53)

となり, (3.52)は,

πB(T ) =
J0
2

(
3

2
τ + 1

)
(3.54)

となる. また, (3.52)と (3.50)から上向き, 下向きそれぞれの放射フラックスは,

F ↑ =
J0
2

(
3

2
τ + 2

)
, (3.55)

F ↓ =
3J0
4

τ (3.56)

である.

光学的厚さは,

τ = −
∫ z

∞
kqρ (z) dz

= −
∫ z

∞
kqρ(z)

dz

dp
dp

=

∫ p

0

kq

g
dp

= kq
p

g
(3.57)

となる. ここで, qは吸収気体の混合比であり, 高度によらず一定とする. また, 静
水圧の式, dp = −ρ(z)gdzを用いた. 従って, (3.54)は, (2.13)を用いて,

πB(T ) =
J0
2

(
3

2
kq

p

g
+ 1

)
,

T =

(
J0
2σ

(
3

2
kq

p

g
+ 1

))−4

(3.58)
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となる. ここで, Z = −Hln(p/p0)となる対数圧力座標系を用いると, (3.58)は,

T =

(
J0
2σ

(
3

2
kq

p0
g
e−Z/H + 1

))−4

=

(
J0
2σ

(
3

2
τGe

−Z/H + 1

))−4

(3.59)

となる. ここで, Hはスケールハイトであり, 定数である. また, p0は地表面におけ
る圧力, τGは地表面における光学的厚さである.

(3.59)をグラフとして表すと, 図 3.5のようになる. 図 3.5)を見てみると, 光学的
厚さが大きくなるほど地表面温度は高くなっているが, 大気上端の温度は光学的厚
さによらず, 214Kであることがわかる.

図 3.5: (3.59)による鉛直温度構造 (赤色の線:τG = 0.5の解, 緑色の線:τG = 1.0の
解, 青色の線:τG = 3.0の解)

3.6 放射対流平衡

放射による熱輸送だけを考えた場合, 図 3.5を見ると, 灰色大気の最下層の温度
と地表面の温度との間には差が生じる. しかし, 現実には熱伝導があるので, 地表
面と接している気体は地表面からの熱伝導によって加熱され, 地表面温度と同じ温
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度になろうとする. 地表面からの熱伝導によって暖められた地表面付近の気体は周
囲の気体よりも軽くなり, 大気中を上昇し対流を生じる. その結果, 大気の最下層
に対流層が発達する. 対流が発達した状態で, 平均的な温度勾配はいわゆる断熱勾
配になると考えられる. 熱の出入りなしに静かに気体魂を上昇・下降させると, 気
圧変化のために気体は断熱膨張・圧縮され, 温度変化する. これによる鉛直温度勾
配が断熱温度勾配である. 対流圏では, 対流が発達しており, 断熱温度勾配をもつ
温度構造が得られる. その温度構造は放射対流平衡温度と呼ばれる.
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第4章 鉛直 1 次元放射対流平衡モ
デル

大気の鉛直温度構造を求めるための鉛直 1 次元放射対流平衡モデルを作成する.

本章では, 作成したモデルについて説明する.

本研究で作成したモデルでは, 平行平面大気の近似, 静水圧近似, 局所熱力学平
衡の仮定の下で, 非散乱の灰色大気を扱う. また, 太陽放射に対して透明であり, 大
気上端からの長波放射の入射はないと仮定し, 地球表面では, 熱容量はゼロである
と仮定する. このとき, 地球表面では, 太陽放射と下向きの長波放射が上向きの長
波放射と釣り合う.

4.1 支配方程式系

モデルの支配方程式は, 大気温度の時間発展の式

∂T

∂t
=

(
∂T

∂t

)
rad

+

(
∂T

∂t

)
conv

, (4.1)

(
∂T

∂t

)
rad

= − 1

cpρ(z)

∂F net

∂z
, (4.2)

F net = F ↑ + F ↓ (4.3)

と放射伝達方程式

2

3

dF ↑

dτ
= F ↑ − πB (T ) , (4.4)

−2

3

dF ↓

dτ
= F ↓ − πB (T ) , (4.5)

地表面における熱収支の式

Fs + F ↓ = σT 4
G + Fconv, (4.6)
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および,下に述べる対流時の内部エネルギー保存式である. ここで, TGは地表面温度,

Fconvは対流フラックス, (∂T/∂t)convは対流による加熱率である. また, (∂T/∂t)conv
は以下のように求める. dT/dz < Γのとき, 対流が生じて温度が変化する. 対流層
が地表面と接しているとき, 温度変化率 (∂T/∂t)convは以下の 2 式を満たすように
求める; ∫ p1

p2

(
∂T

∂t

)
conv

cp
g
dp = Fconv, (4.7)

dT

dz
= Γ. (4.8)

ただし, 対流層が地表面と接していないときは, (4.7)から Fconvを除いた式∫ p1

p2

(
∂T

∂t

)
conv

cp
g
dp = 0, (4.9)

を用いる. ここで, (4.7), (4.9)は対流層内の内部エネルギー保存の式である. また,

p1は対流圏下端における圧力, p2は対流圏上端における圧力, Γは気温減率である.

大気が安定のとき, 対流は起こらず,(
∂T

∂t

)
conv

= 0

(
dT

dz
> Γ

)
(4.10)

である.

4.2 支配方程式の離散化

ここでは, 4.1 節に示した支配方程式を離散化する. ただし, 放射伝達方程式につ
いては, F ↑, F ↓を解析的に求めた上で離散化する. 離散化するにあたって, 図 4.1

に示すように, 大気を気層に分割する.

(4.1)を離散化すると,

T l+1
k − T l

k

∆T
=

(
∂T

∂t

)l

rad,k

+

(
∂T

∂t

)l

conv,k

(4.11)

となる. さらに, 本モデルではこれを分割し, 以下のように表す;

T ∗
k − T l

k

∆t
=

(
∂T

∂t

)l

rad

, (4.12)

T l+1
k − T ∗

k

∆t
=

(
∂T

∂t

)l

conv

. (4.13)
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このように, まず, 放射による加熱のみを考慮して T ∗
k を求め, 後から対流の効果を

考慮することで, T l+1
k+1を求める.

(4.12)を離散化すると,

T ∗
k − T l

k

∆t
= − 1

cpρ

F net
k − F net

k−1

zk − zk−1

,

T ∗
k = T l

k −
1

cpρ

F net
k − F net

k−1

zk − zk−1

∆t (4.14)

を得る. ここで, kは鉛直層の添字, lは時間の添字を表す. (3.47), (3.48)を数値計
算によって解き, ある時刻での各層の正味放射フラックスを求めることができる.

これを繰り返し行うことで, 大気の放射平衡状態の鉛直温度構造を求める.

(4.4)の解を求める. 両辺に e−3τ/2を掛けて, τ について積分すると,

dF ↑

dτ
e−

3
2
τ =

3

2
F ↑e−

3
2
τ − 3

2
πB(T )e−

3
2
τ ,

d

dτ

(
F ↑e−

3
2
τ
)
= −3

2
πB(T )e−

3
2
τ ,∫ τ

τs

d
(
F ↑e−

3
2
t
)
= −3

2

∫ τ

τs

πB(Tk)e
− 3

2
tdt,

F ↑ (τ) e−
3
2
τ = F ↑ (τs) e

− 3
2
τs − 3

2

∫ τ

τs

πB(Tk)e
− 3

2
tdt,

F ↑ (τ) = F ↑ (τs) e
− 3

2
(τs−τ) − 3

2

∫ τ

τs

πB(Tk)e
− 3

2
(t−τ)dt (4.15)

を得る. これを離散化すると,

F ↑ (τ) = F ↑ (τs) e
− 3

2
(τs−τ) − 3

2

n∑
k=i

πB(Tk)e
− 3

2
(τk−τi)∆t (4.16)

となる. (4.5)においても同様に考えると,

F ↓ (τ) =
3

2
π

i∑
k=0

B(Tk)e
− 3

2
(τi−τk)∆t (4.17)

を得る. ここで, F ↓(0) = 0を用いた.

(4.8)を離散化すると,

dT

dz
= Γ,

Tk = Tk−1 + Γ (zk − zk−1) (4.18)
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を得る.

(4.7)を差分化することを考える. (4.7)は, 任意の厚さの対流層に対する内部エ
ネルギーの保存式である. しかし, 本モデルでは, 扱いを簡単にするために, (4.7)

を大気最下層のみ, あるいは, 連続する二つの大気層にそれぞれ適用することにす
る. そして, それを最下層から最上層まで順番に適用し, さらに温度分布が収束す
るまで繰り返すことで, 任意の厚さの対流層を表現する. 大気下端の層と地表面の
間の温度変化が Γ∆z/2より大きく不安定ならば, 大気下端の温度と地表面温度が
変化する. 大気下端の層と地表面の間には, 熱エネルギー保存の式より,

cpT
(m+1)
n

∆p(n)

g
= cpT

(m)
n

∆p(n)

g
−∆F (m+1)

n ∆t (4.19)

T
(m+1)
G = T (m+1)

n +
1

2
Γ∆z (4.20)

の関係がある. ここで, nは大気下端の層, mは対流調節が行われた回数を示し,

∆p(n)は大気下端の層の下端と上端の圧力差, ∆F
(m+1)
n は地表面温度が変化したこ

とによるフラックスの変化を表す. (4.19)を整理すると,

cpT
(m+1)
n

∆p(n)

g
= cpT

(m)
n

∆p(n)

g
−∆F (m+1)

n ∆t

= cpT
(m)
n

∆p(n)

g
− dF

(m)
n

dTG

∆TG∆t

∼ cpT
(m)
n

∆p(n)

g
− π

dB
(m)
n

dTG

exp (− (τG − τn))
(
T

(m+1)
G − T

(m)
G

)
∆t

(4.21)

を得る. そして, (4.20)と (4.21)の 2 式より, T
(m+1)
G , T

(m+1)
n を求めることができ

る. 対流調節で地表面温度が変化すると, 大気を分割した各層から射出される上向
きフラックスも変化するため, この変化を補正しなければならない. 第 k 層につい
て熱エネルギー保存の式を考え, 整理すると,

cpT
(m+ 1

2)
k

∆p(k)

g
= cpT

(m)
k

∆p(k)

g
−∆F

(m+1)
k−1 ∆t+∆F

(m+1)
k ∆t,

T
(m+ 1

2)
k =

g

cp∆p(k)

(
cpT

(m)
k

∆p(k)

g
−∆F

(m+1)
k−1 ∆t+∆F

(m+1)
k ∆t

)
(4.22)

となり, 補正後の温度 T
(m+ 1

2)
k が求まる. 次に, 大気を分割した各層間の温度変化

が Γ∆zより大きく不安定ならば, その不安定を解消する. 不安定が解消された各
層の間には,

cpT
(m+2)
k

∆p(k)

g
+ cpT

(m+1)
k−1

∆p(k − 1)

g
= cpT

(m+1)
k

∆p(k)

g
+ cpT

(m+ 1
2)

k−1

∆p(k − 1)

g
,

(4.23)

T
(m+2)
k = T

(m+1)
k−1 + Γ∆z (4.24)
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がある. この 2 式より, T
(m+2)
k , T

(m+1)
k−1 を求めることができる. 以上の操作をどの

層においても不安定が解消されるまで行った結果を, 次の時間ステップでの各層の
温度とする.

4.3 その他

数値計算を行うに当たって, 計算領域を地球表面から高度 50 kmまでとし, 1 層
の厚さを 100 mとする 500 層に分割した. また, 時間ステップを 8 時間とした. 有
効放射温度は 255 Kとする. その他に数値計算で用いた物理定数は表 4.3.1に示す.

表 4.3.1: 数値計算で用いた物理定数表

物理定数 記号 数値
重力加速度 g 9.8 m s−2

対数圧力座標系のスケールハイト H 8.0 km

ステファン・ボルツマン定数 σ 5.67× 10−8 Wm−2 K−4

ボルツマン定数 kB 1.38× 10−23 JK−1

大気の定圧比熱 cp 1.0× 103 J kg−1K−1

地表面における大気の密度 ρs 1.23 kgm−3

地表面における水蒸気の密度 ρabs 1.0× 10−2 kgm−3
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図 4.1: モデル大気の模式図
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第5章 放射平衡の数値計算

5.1 概要

灰色大気では, 吸収係数が波長によらず一定であるため, 解析的に平衡状態にお
ける気層の温度構造を求めることができる. 従って, モデルの計算が正しくできて
いるか否かを判断するのに役立つ. ここでは, いくつかの初期条件を与えて, 平衡
温度が一意に求まることを示し, モデルを検証する.

解析的に求めた灰色大気の平衡状態における温度構造は

T =

{
J0
2σ

(
3

2
τGe

−Z/H + 1

)}−4

(5.1)

で与えられる. この式において, τGの値を与えれば, 温度はZの関数として求めら
れる. ここで, τGは,

τG = −
∫ 0

∞
kρ (z) dz (5.2)

で与えられる.

5.2 計算設定

本章で用いる吸収係数は, k1 ≡ 1.25× 10−3 m2 kg−1, k2 ≡ 1.25× 10−2 m2 kg−1,

k3 ≡ 3.75× 10−2 m2 kg−1の三種類である. それぞれの吸収係数を (3.57)に用いる
と, 大気全体の光学的厚さはそれぞれ τG = 0.1, τG = 1.0, τG = 3.0となる. ここ
で, q = 8.1 × 10−3を用いた. このうち, k2 ≡ 1.25 × 10−2 m2 kg−1は, 実際の地球
大気の窓領域における水蒸気の吸収係数におおよそ相当する. 初期条件は, 170K

と 300Kの二種類の等温大気を与える. 時間発展の過程で, 1 日当たりの温度変化
が 10−4 Kとなったとき, 大気は平衡状態になったと判断し, 計算を終了する.
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5.3 計算結果

地表面温度の時間変化を図 5.1に表す. 灰色大気における地表面温度, 大気下端
の温度および大気上端の温度の解析解を表 5.3.1に, 解析解による鉛直温度構造を
図 5.2に示す. 初期条件として 170Kと 300Kの等温大気をを与えて得られた, 地
表面温度, 大気下端の温度, および大気上端の温度をそれぞれ表 5.3.2, 表 5.3.3に示
す. また, 初期条件として 170Kと 300Kの等温大気を与えたときの, 平衡状態に
なるまでの時間発展の様子を τGの値ごとにそれぞれ図 5.3, 図 5.4, 図 5.5に示す.

解析解および数値計算によって得られた鉛直 1 次元温度構造を τGの値ごとに比較
したものをそれぞれ図 5.6, 図 5.7, 図 5.8に示す.

図 5.3から図 5.5を見ると, 計算による大気の時間発展の様子からは, 初期温度に
関わらず, 大気温度は平衡状態に収束していることがわかる. また, 解析解による
結果と同様に, 地表面温度と大気下端の温度との間にはギャップがみられることが
わかる.

ここで, 鉛直 1 次元温度構造の解析解と数値解を比較する. 図 5.6, 図 5.7, 図 5.8

を見ると, 170Kと 300Kの数値解は一致しているが, 解析解と数値解は光学的厚
さが大きくなるにつれてずれが大きくなっている. 特に大気最下層に注目すると,

τG = 0.1のときは 0.1K, τG = 1.0のときは 0.6K, τG = 3.0のときは 2.2Kの差が
それぞれみられる.

(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 5.1: 地表面温度の時間変化 (赤:τG = 0.1, 緑:τG = 1.0, 青:τG = 3.0)
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表 5.3.1: 灰色大気における地表面温度, 大気下端の温度および大気上端の温度の
解析解

地表面での光学的厚さ τG = 0.1 τG = 1.0 τG = 3.0

地表面温度 [K] 259.6 293.2 342.3

大気下端の温度 [K] 222.0 269.3 327.8

大気上端の温度 [K] 214.4 214.6 214.9

図 5.2: (3.45)による解析解の鉛直温度構造 (赤:τG = 0.5の解, 緑:τG = 1.0の解,

青:τG = 3.0の解)
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表 5.3.2: 初期条件として 170Kの等温大気を与えて得られた, 地表面温度, 大気下
端の温度, および大気上端の温度の数値解

地表面での光学的厚さ τG = 0.1 τG = 1.0 τG = 3.0

地表面温度 [K] 259.6 293.2 342.3

大気下端の温度 [K] 221.9 268.7 325.6

大気上端の温度 [K] 214.4 214.4 214.4

平衡到達時間 [days] 1648.0 415.0 352.0

表 5.3.3: 初期条件として 300Kの等温大気を与えて得られた, 地表面温度, 大気下
端の温度, および大気上端の温度の数値解

地表面での光学的厚さ τG = 0.1 τG = 1.0 τG = 3.0

地表面温度 [K] 259.6 293.2 342.3

大気下端の温度 [K] 222.0 268.7 325.6

大気上端の温度 [K] 214.4 214.5 214.5

平衡到達時間 [days] 1592.0 369.0 253.0

(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 5.3: 数値計算による時間発展の様子:τG = 0.1
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(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 5.4: 数値計算による時間発展の様子:τG = 1.0

(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 5.5: 数値計算による時間発展の様子:τG = 3.0
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図 5.6: 数値解 (緑:初期温度 170K, 青:初期温度 300K)と (3.45)による解析解 (赤)

の比較:τG = 0.1

図 5.7: 数値解 (緑:初期温度 170K, 青:初期温度 300K)と (3.45)による解析解 (赤)

の比較:τG = 1.0

thesis.tex 2016/03/25(松田 幸樹)



thesis 38

図 5.8: 数値解 (緑:初期温度 170K, 青:初期温度 300K)と (3.45)による解析解 (赤)

の比較:τG = 3.0
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5.4 考察

地表面温度の時間変化を見ると (図 5.1), 地表面温度は平衡条件を満たした時点
では収束している. よって, 平衡条件は妥当であると考えられる.

大気上端での温度が一致しており, 際の地球大気の窓領域における水蒸気の吸収
係数におおよそ相当する τG = 1.0の温度構造を見ると, ほぼ一致しているとみな
せる点で, モデルは解析解をよく表現していると言える.

解析解と数値解を比べると, 地表面での光学的厚さが大きくなるほど大気下端の
温度に差がみられる. これはいま, 数値積分を行う手法として, 長方形近似を行っ
ているための誤差であると考えられる. 大気を分割する数をより多くすることに
より, より解析値に近づけることができる.

地表面での光学的厚さがある値 (τG = 12.5程度)を超えると, 下層において, 温
度がオーバーシュートやアンダーシュートを繰り返す. これは, 1 層当たりの光学
的厚さが大きくなるために, 温度変化率が大きくなったことが原因と考えられる.

この問題は, タイムステップを短くすることによって解決することができる. しか
し, タイムステップを短くすると, 多くの計算時間を要する. 従って, 以後は, 光学
的厚さに注意しながら, 現在のタイムステップで計算を行うことにする.
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第6章 放射対流平衡の数値計算

6.1 概要

現実大気の鉛直温度構造を決定する重要な現象には, 放射だけでなく対流や熱伝
導があり, 対流が起こることによって対流圏が生成される. そこで, 次に, 放射の影
響のみを考えた鉛直 1 次元温度構造で見られた大気下端の温度と地表面温度の間
の差を対流を考慮することで解消し, 対流圏高度を推定することを目的とする. 前
章で, 本研究で作成したモデルが正しいことが示されたので, 本章ではこれに対流
の影響を加えて, 対流圏の温度構造を推定する.

まず, 作成したモデルで求めた放射対流平衡温度構造と「ICAO 標準大気」を
比較する. ICAO 標準大気とは, 国際民間航空機関 (International Civil Aviation

Organization, ICAO) が採用した代表的な国際標準大気である. 今回作成したモデ
ルでは吸収係数を高度によらず一定と置いたため, 吸収係数にどの値を用いれば,

現実大気に近づけることができるかを調べる.

6.2 計算 1

本章で用いる吸収係数は, k ≡ 1.44× 10−2 m2 kg−1である. また, 対流圏での温
度勾配は 6.5× 10−3 Km−1とする. 初期条件は, 170Kと 300Kの二つの等温大気
を用いる. 時間発展をさせる過程で, 1 日当たりの温度変化が 10−4 Kとなったと
き, 平衡状態になったと判断し, 計算を終了する.
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6.2.1 計算結果

地表面温度の時間変化を図 6.1に示す. 地表面での光学的厚さを τG = 1.15, 170K

と 300Kの等温大気を初期条件として,平衡状態になるまで計算した結果を表 6.2.1,

図 6.3に示す. 地表面での光学的厚さを τG = 1.15としたときの放射対流平衡温度
構造を図 6.2に示す. また, 図 6.2には, 比較のために ICAO 標準大気の鉛直温度
構造も示している. 放射の影響のみを考えた場合の鉛直温度構造と対流と放射の
影響を考えた鉛直温度構造を図 6.4に示す.

図 6.2より, 初期条件が 170Kや 300Kを等温大気としたどちらの場合において
も ICAO 標準大気に近い温度分布を表している. しかし, 対流圏高度には差がみ
られる.
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図 6.1: 地表面温度の時間変化 (赤:初期温度 170K, 緑:初期温度 300K)

表 6.2.1: 初期条件として 170Kと 300Kの等温大気を与えて得られた, 地表面温
度, 大気下端の温度, 大気上端の温度, および平衡到達時間の数値解

初期温度 [K] 170K 300K

地表面温度 [K] 288.9 288.9

大気下端の温度 [K] 288.5 288.5

大気上端の温度 [K] 214.4 214.4

平衡到達時間 [days] 346.0 304.0
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図 6.2: ICAO 標準大気の鉛直温度構造 (青)と数値解による鉛直温度構造 (赤:初期
温度 170K, 緑:初期温度 300K)

(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 6.3: 数値計算による時間発展の様子:τG = 1.15
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(a) 初期温度 170K (b) 初期温度 300K

図 6.4: 放射平衡温度 (緑)と放射対流平衡温度 (赤)
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6.2.2 考察

地表面温度の時間変化を見ると (図 6.1), 地表面温度は平衡条件を満たした時点
では収束していると考えられる. よって, 平衡条件は妥当であるとする.

計算による鉛直温度構造と ICAO 標準大気を比較すると (図 6.2), 対流圏高度に
差がみられる. これは, 今回のモデルでは, 灰色大気を仮定しており, また吸収係数
と混合比が高度によらず一定であると仮定した. さらに大規模循環による影響を
考えていない. これらの仮定が対流圏高度の差を引き起こしたと考える.

放射の影響のみを考えた鉛直温度構造と放射に加えて対流の影響も考えた鉛直
温度構造を比較すると (図 6.4), 確かに地表面温度と大気下端の層の温度の間の不
安定が解消されていることがわかる. 地表面での熱収支を変化させることでこの不
安定が解消されている. 放射の影響のみを考えた鉛直温度構造と放射に加えて対
流の影響も考えた鉛直温度構造の差が表れている高度までが対流圏である. それ
より高い高度では温度変化が小さく, 成層圏の存在を示唆していると考えられる.

6.3 計算 2

前節では, 吸収気体の混合比を高度によらず一定であると考えた. この節では,

吸収気体の混合比が,

q = q0

(
p

p0

)
(6.1)

のように高度 (圧力)に依存すると仮定して数値計算を行う. ここで, qは吸収気体
の混合比, q0は地表面における吸収気体の混合比, p0は地表面における圧力とする.

地表面の混合比は q0 = 1.6× 10−2, 地表面における光学的厚さは τG = 1.15とした.

対流圏での温度勾配は 6.5× 10−3 Km−1とした. 時間発展をさせる過程で, 1 日当
たりの温度変化が 10−4 Kとなったとき, 大気は平衡状態になったと判断し, 計算
を終了する. 本節での計算では, 吸収係数は k = 1.38× 10−2 m2 kg−2とする. この
吸収係数を用いることで, 地表面での光学的厚さを 1.15に統一する.

6.3.1 計算結果

ただし, 大気上端に向かうにつれて混合比が小さくなるため, 大気上端で平衡に
到達するまでに長い時間がかかる. 本研究では, 10 万日経過させたが, 平衡には至
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らなかった. 10 万日経過したとき, 地表面温度は収束している. 従って, 10 万日経
過したときの温度分布を用いて考察する.

図 6.5は吸収気体の混合比の鉛直分布を示す. 図 6.6は, 吸収気体の混合比とし
て (6.1)を与え, 10 万日経過させた場合の鉛直温度構造と混合比を高度によらず一
定であると考えた場合の鉛直温度構造, ICAO 標準大気の鉛直温度構造を示す.

図 6.5: 吸収気体の混合比の鉛直分布 (緑:式 (6.1)に従う場合, 赤:高度によらず一定
の場合)
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図 6.6: 吸収気体の混合比として (6.1)を与えた場合 (緑)と混合比を高度によらず
一定であると考えた場合 (赤)の鉛直温度構造と ICAO 標準大気の鉛直温度構造
(青)
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6.3.2 考察

吸収係数を (6.1)のように分布させると, 混合比が高度によらず一定とした場合
に比べて, 対流圏界面高度が大きくなり, 熱を多く上方へ運んだために, 地表面温
度は低くなる. 以上の結果より, 混合比は対流圏界面高度の決定に影響を与えてい
ることがわかる.
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第7章 結論

本研究では, 大気の温度構造に影響を与えている物理過程について理解し, モデ
ルを作成する. そして, そのモデルを用いて, 大気の温度構造を再現することを目
的とする.

第 2 章, 第 3 章では, 放射に関する基本的な内容について学習したものをまと
めた.

第 4 章では, モデルを作成するにあたり用いた, 設定や支配方程式系について記
述した.

第 5 章では, 作成した鉛直 1 次元放射平衡モデルを用いて, 灰色大気の放射平衡
温度を求めることを考えた. 鉛直温度構造の解析値と計算値の比較を行い, 使用し
たモデルがある程度正しい鉛直温度構造を再現できているかを確認した. また, 地
表面温度と大気下端の温度との間が不安定であることを確認した.

第 6 章では, 鉛直 1 次元放射平衡モデルに対流の影響を考慮した鉛直 1 次元放
射対流平衡モデルを作成し, そのモデルを用いて, 灰色大気の放射対流平衡温度を
求めることを考えた. 対流調整を行い, 地表面温度と大気下端の温度との間の不安
定を解消した. これにより, 鉛直 1 次元放射平衡モデルを用いて計算された地表面
温度より低い地表面温度が計算されたが, 逆に, ある高度までの大気の温度は鉛直
1 次元放射平衡モデルを用いて計算された温度より高くなっていることが確認さ
れた.

さらに, ICAO 標準大気と鉛直 1 次元放射対流平衡モデルを用いて灰色大気の
放射対流平衡温度を比較した. 灰色大気において, 吸収係数の値を 1.14にすると
ICAO 標準大気に近い値となることを求めた. この際, 対流が 0 ∼ 7 kmの高度ま
で起こっており, それより上空は温度変化が小さいことを確認した.

そして, 混合比として式 (6.1)を鉛直 1 次元放射対流平衡モデルに適用し, 混合
比が与える影響を考察した. 混合比を高度に依存させると, 対流圏界面高度は大き
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くなることが確認された. ただし, 平衡には到達させることができず, 計算方法を
工夫する必要がある.

以上より, 大気の対流圏の温度構造は放射と対流によって決定される. また, 対
流圏界面高度は, 吸収気体の混合比の高度分布によって変化することがわかった.

今回は灰色大気を考えたため, 吸収係数の波長依存性を考慮せずに計算を行った
ため, 対流が起こる上端の高度が ICAO 標準大気とは異なる値を示した. また, 他
にも, 対流が起こる上端の高度には吸収気体の混合比が関係するため, 複数の吸収
物質を考え, それぞれの混合比を計算することで, より現実大気の鉛直温度構造に
近づくと考える. また, O3の存在などを考慮することで, 成層圏の構造も再現でき
ると考える.
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付 録A 地球の放射平衡温度の導出

地球を黒体と考え放射平衡温度を求める. 太陽から地球が受け取る単位面積当
たりのエネルギーは,

(1− A)S0 (1.1)

である. ここで, Aは地球のアルベド, S0は太陽定数である. いま, 地球は黒体であ
ると仮定すると, 地球の放射エネルギーは, ステファンボルツマンの法則より,

σT 4
s (1.2)

となる. ここで, Tsは地表面温度である. 以上より, 地球における熱収支の釣り合
いを考えれば,

4πR2
EσT

4
s = πR2

E (1− A)S0,

Ts =

(
(1− A)S0

4σ

) 1
4

(1.3)

となり, 放射平衡温度が求まる. ここで, REは地球の半径である. 具体的に, アル
ベドAを 0.3, 太陽定数 S0を 1370 W m−2, ステファンボルツマン定数 σを 5.67×
10−8 W m−2 K−4とすると, Tsは約 255Kとなる *1. 実際の地球では, 大気の温室
効果のため, 255Kより大きくなる.

*1値は, 一般気象学 [3]を参照した
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付 録B プランクの法則の各々の特
性の導出

プランクの法則を再掲する:

Bν =
2hν3/c2

exp (hν/kBT )− 1
. (2.1)

いま, この法則の重要な性質である, レイリー・ジーンズの法則, ウィーンの法
則, ウィーンの変位則について導出を行う.

レイリー・ジーンズの法則の導出: hν ≪ kBT において, 指数関数は

exp

(
hν

kBT

)
− 1 =

hν

kBT
+ · · · (2.2)

に展開される. その結果, hν ≪ kT に対して, レイリー・ジーンズの法則を
得る:

Bν(T ) =
2hν3/c2

hν/kBT
,

=
2kBν

2

c2
T. (2.3)

(2.3)を見ると, 確かに hν ≪ kBT の条件下では, 黒体放射輝度が絶対温度 T

に比例することがわかる.

ウィーンの法則の導出: hν ≫ kBT において, exp (hν/kBT ) ≫ 1であるので, ウ
ィーンの法則を得る:

Bν(T ) =
2hν3

c2
exp (hν/kBT ) . (2.4)

(2.3), (2.4)は, 図 2.1において, それぞれ直線部分と曲線が急な部分に関係し
ている.
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ウィーンの変位則の導出: Bν (T )が最大となる振動数 νmaxは

∂Bν

∂ν

∣∣∣∣
ν=νmax

= 0 (2.5)

を解くことによって求めることができる. 仮に x ≡ hνmax/kBT とすると, こ
れは x = 3(1− e−x)を解くことに等しく, 近似根 x = 2.82をもつ. よって,

hνmax

kBT
= 2.82, (2.6a)

νmax

T
= 5.88× 1010 Hz deg−1 (2.6b)

となる. 従って, 黒体の最大振動数は温度に対して直線的に変化することが
示された.

同様に, Bλ (T )が最大となる波長 λmaxは

∂Bλ

∂λ

∣∣∣∣
λ=λmax

= 0 (2.7)

を解くこと求めることができる. 仮に y ≡ hc/ (λmaxkBT )とすると, これは
y = 5 (1− e−y)を解くことに等しく, 近似根 y = 4.97をもつ. よって,

hc

λmaxkBT
= 4.97λmaxT = 0.290 cm deg (2.8a)

となる. 従って, 黒体の最大波長は温度に対して反比例することが示された.

ここで, プランク定数 h = 6.63 × 10−38 cm2kg s−1, ボルツマン定数 kB =

1.38× 10−27 cm2kg s−2K−1, 光速 c = 3.0× 1010 cm s−1を用いた.

図 2.1: 様々な温度のプランク関数の波長分布 (浅野正二, 2010: 大気放射学の基礎)
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付 録C ステファン・ボルツマンの
法則の導出

ピストンを用いた黒体容器を考える. 今, 熱力学第 1 法則より,

dQ = dU + pdV (3.1)

である. ここで, Qは熱量, U は総エネルギーである. 熱力学第 2 法則より,

dS =
dQ

T
(3.2)

である. ここで, Sはエントロピーである.

断面積 dA, 長さ cdtの円筒を通過する光線に対して, 単位立体角, 単位振動数当
たりのエネルギー dEを考える. 放射エネルギー密度 u (Ω)を用いると,

dE = uν (Ω) dA(cdt)dΩdν (3.3)

となる. 一方, 放射は速度 cで移動するので, 時間 dt内に円筒内の全ての放射は外
へ通過する:

dE = IνdAdΩdtdν. (3.4)

上 2 式より,

uν (Ω) =
Iν
c

を得る. これを全立体角について積分すると,

uν =

∫
uν (Ω) dΩ =

1

c

∫
IνdΩ (3.5)

が導かれる.

U = uV , p = u/3であり, 今, Iν = Bνであるので, (3.2)は

dS =
V

T

du

dT
dT +

u

T
dV +

1

3

u

T
dV

=
V

T

du

dT
dT +

4

3

u

T
dV (3.6)
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となる. さらに, dSは全微分であるので,(
∂S

∂T

)
V

=
V

T

du

dT
,

(
∂S

∂V

)
T

= frac43
u

T
(3.7)

である. ゆえに,
∂2S

∂T∂V
=

1

T

du

dT
= −4

3

u

T 2
+

4

3

1

T

du

dT
(3.8)

となり, これを整理すると,

du

dT
=

4u

T
,

u(T ) = aT 4 (3.9)

となる. ここで, aは定数である. また, Bν は等方的であることに注意して, (3.5)

を用いると, (3.9)は

4π

c

∫
Bν(T )dν = aT 4,

πB(T ) =
ac

4
T 4 (3.10)

が得られる. さらに, σ = ac/4と置けば, ステファン・ボルツマンの法則は導か
れた.
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付 録D (4.7)の離散化

(4.7) ∫ p1

p2

(
∂T

∂t

)
conv

cp
g
dp = Fconv (4.1)

を離散化することを考える. (4.7)を大気最下層に適用すると,

cp
g

(
∂T

∂t

)
conv,n

∆pn = Fconv, (4.2)(
∂T

∂t

)
conv,n

=
T l+1
n − T ∗

n

∆t
(4.3)

より,

cpT
l+1
n

∆pn
g

= cpT
∗
n

∆pn
g

+ Fconv (4.4)

を得る. また, 最下層を除く, 隣り合う 2 つの大気層に適用すると,

cp
g

(
∂T

∂t

)
conv,k

∆pk +
cp
g

(
∂T

∂t

)
conv,k+1

∆pk+1 = 0, (4.5)(
∂T

∂t

)
conv,k

=
T l+1
k − T ∗

k

∆t
(4.6)

より,

cpT
l+1
k

∆pk
g

+ cpT
l+1
k+1

∆pk+1

g
= cpT

∗
k

∆pk
g

+ cpT
∗
k

∆pk
g

(4.7)

を得る. (4.4)を繰り返し適用するので, 繰り返し回数をmで表すと,

cpT
(1)
n

∆pn
g

= cpT
∗
n

∆pn
g

+ F (1)
conv∆t, (4.8)

cpT
(2)
n

∆pn
g

= cpT
∗
n

∆pn
g

+ F (2)
conv∆t, (4.9)

cpT
(3)
n

∆pn
g

= cpT
∗
n

∆pn
g

+ F (3)
conv∆t, (4.10)

... (4.11)
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より,

cpT
(m+1)
n

∆pn
g

= cpT
(m)
n

∆pn
g

+∆F (m)
conv∆t (4.12)

となる. ただし,

∆F (m)
conv = F (m)

conv − F (m−1)
conv , (4.13)

F (0)
conv = 0 (4.14)

である. 以上より, (4.7)は離散化された.
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